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Referat:
Der Begri \Parameteridentikation" bedeutet die Berehnung von Parametern eines (i. a.
nihtlinearen) Modells eines physikalishen Prozesses durh Minimierung eines Fehlerqua-
dratfunktionals aus gemessenen und mit Hilfe des Modells berehneten Vergleihswerten.
Unter einer \Parametersh

atzung" wird zus

atzlih die Bestimmung von Kondenzinter-
vallen der optimalen Parameter und von KorrelationskoeÆzienten der Parameter unter-
einander verstanden.
In der vorliegenden Untersuhung wurde eine Parametersh

atzung am Beispiel elastish-
plastisher Deformationsgesetze f

ur kleine Verzerrungen vorgenommen, wobei als expe-
rimentelle Vergleihswerte sowohl lokale Gr

oen (Spannungen) als auh globale Gr

oen
(Biegemoment und L

angskraft) zur Verf

ugung standen.
Die Integration des nihtlinearen Deformationsgesetzes erfolgte mit Hilfe des impliziten
Euler-Verfahrens. Die Sensitivit

atsanalyse zur Bestimmung der f

ur die anshlieende Opti-
mierung ben

otigten Ableitungen der Vergleihsgr

oen nah den Parametern ist eingebettet
in den Integrationsalgorithmus. Zur Optimierung der Zielfunktion wurde das Levenberg-
Marquardt-Verfahren verwendet.
Anhand von Berehnungsergebnissen f

ur untershiedlihe Modellfunktionen bei Einbezie-
hung vershiedenartiger Versuhe werden Beispiele f

ur erfolgreihe Parametersh

atzungen
sowie f

ur das Auftreten systematisher Fehler und

uberparametrisierter Modelle angege-
ben.
Shlagworte:
Parameteridentikation - Parametersh

atzung - Methode der kleinsten Quadrate -
Sensitivit

atsanalyse - Plastizit

atstheorie - Verfestigung - Anisotropie
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Kapitel 1
Einleitung
Ausgereifte numerishe Verfahren wie die Finite Elemente Methode erlauben dank ihrer
breiten theoretishen Grundlagen und leistungsf

ahiger Computertehnik die Berehnung
geometrish und physikalish nihtlinearer Aufgabenstellungen der Ingenieurwissenshaf-
ten. Zuverl

assige Resultate der numerishen Simulation werden jedoh nur bei ausreihen-
der Kenntnis der in den Materialgleihungen auftretenden Parameter erhalten.
Die Bestimmung oder Identikation von Materialparametern erfolgt im allgemeinen
durh Minimierung eines Fehlerquadratfunktionals, welhes Dierenzen von Mewerten
und zugeh

origen numerish berehneten, von den Parametern abh

angigen Vergleihswerten
enth

alt.
Untersuhungen zur Parameteridentikation f

ur inelastishe Deformationsgesetze sind
z. B. in [2, 31, 32, 50, 53, 55, 68, 71, 72℄ enthalten. An der Professur Festk

orpermeha-
nik der TU Chemnitz wurden ebenfalls Forshungsarbeiten zur Identikation von Mate-
rialparametern aus den an einer gekerbten Biegeprobe gemessenen Vershiebungsfeldern
durhgef

uhrt [16, 36, 47℄. Hierbei wurden die numerishen Werte der Vershiebungen mit
Hilfe des FEM-Programms \PMEP" [56℄ berehnet. Da in jedem Optimierungsshritt das
vollst

andige Anfangs-Randwert-Problem zu l

osen ist, ergaben sih trotz der Verwendung
eines Parallelrehners lange Rehenzeiten.
Erg

anzend dazu wird deshalb der Gedanke verfolgt, die Materialparameter aus ei-
ner vereinfahten Berehnung zu gewinnen, siehe auh [46℄. Da die Belastungsgeshihte
einzelner materieller Punkte der gekerbten Biegeprobe in Form der lastshrittweise gemes-
senen Verzerrungen bekannt ist, kann die Integration des Deformationsgesetzes punktwei-
se erfolgen. Die auf diese Weise berehneten Spannungen lassen sih anshlieend durh
numerishe Integration zu globalen Vergleihsgr

oen wie Biegemoment und L

angskraft
zusammenfassen.
Im Kapitel 2 werden die mehanishen Grundlagen der Elasto-Plastizit

at und das De-
formationsgesetz bei Voraussetzung kleiner Verzerrungen beshrieben. Weiterhin werden
vershiedene Ans

atze zur Beshreibung isotroper, kinematisher und formativer Verfesti-
gung angegeben und diskutiert.
Kapitel 3 enth

alt eine Shilderung der zur Parameteridentikation herangezogenen
Versuhe. Als experimentelle Resultate stehen Spannungs-Dehnungs-Kurven aus Zugver-
suhen und Biegeversuhen an geraden Proben sowie die lastshrittweise auftretenden
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Verzerrungen f

ur eine gewisse Anzahl materieller Punkte des Ligaments einer gekerbten
Biegeprobe und die Werte der zugeh

origen Shnittreaktionen Biegemoment und L

angs-
kraft zur Verf

ugung. Gegenstand der experimentellen Untersuhungen war ein Walzbleh,
dessen Materialverhalten als isotrop-elastish, jedoh orthotrop-plastish modelliert wer-
den kann.
Die mathematishen Grundlagen werden im Kapitel 4 zusammengefat. Hierzu z

ahlen
der Integrationsproze f

ur die punktweise Integration des Deformationsgesetzes, ein Opti-
mierungsverfahren zur Bestimmung des optimalen Parametersatzes und die zur Optimie-
rung ben

otigte Sensitivit

atsanalyse. Des weiteren werden vershiedene M

oglihkeiten zur
Gestaltung der Zielfunktion diskutiert.
Erste Erfahrungen aus der Optimierung des Fehlerquadratminimum-Funktionals erga-
ben, da die Parameteridentikation niht als ein Werkzeug zur alleinigen Bestimmung
eines xierten Parametersatzes interpretiert werden sollte. Im allgemeinen weist die Ziel-
funktion mehr oder weniger ausgedehnte Minimalbereihe mit nahezu gleihen Funktions-
werten auf. Diese k

onnen als Vertrauens- oder Kondenzbereihe der optimalen Parameter
interpretiert werden. Die Minimalbereihe k

onnen auh in Form von langen und shmalen
T

alern auftreten, so da von Korrelationen zwishen den einzelnen optimalen Parame-
terwerten auszugehen ist. Als Parametersh

atzung wird die Berehnung des optimalen
Parametersatzes unter Ber

uksihtigung des stohastishen Charakters der Mewerte be-
zeihnet, so da die gleihzeitige Bestimmung der Kondenzbereihe und Korrelationsko-
eÆzienten m

oglih ist.
Werden untershiedlihe Merkmale bzw. Versuhe zur Parameteridentikation herange-
zogen, ist die Konstruktion einer multikriteriellen Zielfunktion erforderlih. Hierf

ur werden
vershiedene M

oglihkeiten angegeben und erprobt.
Die ausgew

ahlten numerishen Algorithmen wurden in einem FORTRAN-Programm
\parid" zusammengefat, wobei teilweise Quellen aus [16, 47, 56℄ Verwendung fanden.
Im Kapitel 5 erfolgt die Beshreibung der erhaltenen Ergebnisse. Die Bestimmung der
Anfangs-Flieortkurve und damit der Anfangswerte der inneren Variablen erfolgt mit Hilfe
einer linearen Approximation. Berehnungen zur Reidentikation von Verfestigungspara-
metern unter Zugrundelegung synthetisher Mewerte dienen der

Uberpr

ufung der Pro-
gramme. Bei der Identikation der Verfestigungsparameter aus realen Mewerten werden
die Versuhsergebnisse der Experimente einzeln oder in Kombination miteinander ausge-
wertet. Weiterhin werden die Resultate f

ur untershiedlihe Verfestigungsans

atze vergli-
hen.
Kapitel 2
Deformationsgesetz f

ur kleine
elastish-plastishe Verzerrungen
Hinsihtlih des Deformationsverhaltens von Festk

orpern wird elastishes und inelastishes
Materialverhalten untershieden.
Elastishe Verzerrungen sind dadurh gekennzeihnet, da sie nah einer Entlastung
wieder vollst

andig vershwinden. Art und Gr

oe der aufgebrahten Belastung bestimmen
eindeutig Art und Gr

oe der auftretenden Verzerrungen. Ein elastishes Material besitzt
einen nat

urlihen spannungsfreien Zustand, und zwishen Spannungs- und Verzerrungszu-
stand besteht im isothermen Fall ein umkehrbar eindeutiger Zusammenhang [7, 57℄.
Davon abweihendes Materialverhalten wird unter dem Begri inelastish zusammen-
gefat. Dazu z

ahlen plastishes Verhalten, welhes durh Gleitvorg

ange sowie die Wirkun-
gen von Versetzungen und Defekten in kristallinen K

orpern hervorgerufen wird (n

aheres
siehe z. B. [2, 53, 72℄) sowie viskoelastishes und viskoplastishes Verhalten, welhe durh
Relaxations- bzw. Kriehvorg

ange gekennzeihnet sind.
Die hier untersuhten elastish-plastishen Deformationen sind harakteristish f

ur kri-
stalline Werkstoe, insbesondere Metalle. W

ahrend der elastishe Deformationsanteil in
einer reversiblen Verzerrung der Kristallstruktur besteht, wird der plastishe Anteil durh
Gleitbewegungen erzeugt. Im Gegensatz zu elastishen gehen daher plastishe Form

ande-
rungen praktish ohne Volumen

anderung vor sih [7, 57℄. Ein weiteres Kennzeihen der
plastishen Verformungen ist ihre Irreversibilit

at, sie sind bleibend und dissipativ. Damit
einhergehend sind der Spannungs- und der Verzerrungszustand von der Art und Weise der
Belastung, also der Belastungsgeshihte bzw. dem Lastpfad, abh

angig. Plastishe Defor-
mationen sind weiterhin skleronom, d. h., die Verzerrungs

anderung stellt sih gleihzeitig
mit der Last

anderung ein [34, 44℄.
Wird zur Beshreibung des elastish-plastishen Materialverhaltens von der Flietheo-
rie ausgegangen, kennzeihnen neben den elastishen Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen
drei weitere Eigenshaften das Materialverhalten:
{ Die Fliebedingung (s. Abshnitt 2.1), durh welhe f

ur einen mehrahsigen Span-
nungszustand festgelegt wird, ob sih dieser an der Fliegrenze bendet.
{ Die Flieregel (s. Abshnitt 2.2), welhe die plastishen Verzerrungsinkremente mit
den augenbliklihen Spannungen verkn

upft.
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{ Ein oder mehrere Verfestigungsgesetze (s. Abshnitt 2.4), die beshreiben, auf welhe
Weise die Fliebedingung w

ahrend des plastishen Flieens modiziert wird.
F

ur Fliebedingung, Flieregel und Verfestigungsgesetze existieren eine Vielzahl von An-
s

atzen, welhe im folgenden, soweit sie f

ur die vorliegende Arbeit von Interesse sind, be-
shrieben werden.
2.1 Fliebedingung
Zur Beshreibung der Fliegrenze bei mehrahsiger Beanspruhung wird eine skalarwertige
Fliefunktion F derart eingef

uhrt, da f

ur Spannungszust

ande im Inneren des Fliek

orpers
F (;;p) < 0 (2.1)
und f

ur Spannungszust

ande auf der Flie

ahe
F (;;p) = 0 (2.2)
gilt [44℄. Die Fliefunktion F kann sowohl vom Spannungstensor , von den skalar- oder
tensorwertigen inneren Variablen  und

uber deren Entwiklungsgleihungen von gewissen
Verfestigungsparametern p abh

angen.
Fliebedingungen f

ur anisotropes Materialverhalten k

onnen einerseits

uber gemishte
Invarianten des Spannungstensors bzw. -deviators und von Strukturtensoren konstruiert
werden [14, 15℄, andererseits ist ein polynomialer Ansatz der Form
F = K
0
+ K
ij

ij
+ K
ijkl

ij

kl
+ K
ijklmn

ij

kl

mn
+ : : : = 0 (2.3)
m

oglih [6, 13, 48, 65℄. Wird die Unabh

angigkeit des plastishen Flieens von einem allseitig
gleihen, also hydrostatishen Zug oder Druk, vorausgesetzt, ist es ausreihend, statt des
Spannungstensors den Spannungsdeviator s mit
s
ij
= 
ij
 
1
3

kk
Æ
ij
(2.4)
zu verwenden. Bei Beshr

ankung auf eine quadratishe Fliebedingung
F = K
0
+ K
ij

ij
+ K
ijkl

ij

kl
= 0 (2.5)
kann die

aquivalente Formulierung nah Baltov und Sawzuk [8℄, siehe auh [44℄, verwendet
werden:
F = (s
ij
  
ij
)N
ijkl
(s
kl
  
kl
)   
2
F
("
pl
v
) = 0 (2.6)
Die hierin auftretenden inneren Variablen (vgl. Abshnitt 2.4) sind die plastishe Ver-
gleihsdehnung "
pl
v
, der R

ukspannungstensor  mit den Koordinaten 
ij
und der vierstu-
ge Distorsionstensor N mit den Koordinaten N
ijkl
.
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F

ur die Koordinaten des R

ukspannungstensors  und des DistorsionstensorsN gelten
[44℄ die Symmetriebedingungen

ij
= 
ji
(2.7)
bzw.
N
ijkl
= N
jikl
= N
ijlk
= N
jilk
= N
klij
(2.8)
sowie bei Voraussetzung inkompressibler plastisher Verzerrungen die Bedingungen

ii
= 0 (2.9)
bzw.
N
iikl
= N
ijkk
= 0 (2.10)
Werden in (2.6) die R

ukspannungen Null gesetzt, ergibt sih f

ur den Sonderfall or-
thotropen Materialverhaltens die Fliebedingung nah Hill [42℄:
F () = H (
11
  
22
)
2
+ F (
22
  
33
)
2
+G (
33
  
11
)
2
+
+2 (N 
2
12
+ L
2
23
+M 
2
13
)   1 = 0 (2.11)
Wenn in (2.6) der Distorsionstensor als isotroper Tensor gew

ahlt wird und die R

ukspan-
nungen beibehalten werden, entsteht:
F =
3
2
(s
ij
  
ij
) (s
ij
  
ij
)   
2
F
("
pl
v
) = 0 (2.12)
Gl. (2.12) wird manhmal auh als Fliebedingung nah Melan und Prager bezeihnet [2℄.
Wird der Distorsionstensor als isotroper Tensor gew

ahlt und werden gleihzeitig die R

uk-
spannungen vernahl

assigt, verbleibt die Fliebedingung nah von Mises [57℄ f

ur isotropes
Materialverhalten:
F =
3
2
s
ij
s
ij
  
2
F
("
pl
v
) = 0 (2.13)
Die Fliebedingung nah Baltov und Sawzuk (2.6) stellt die allgemeinste quadratishe
Fliebedingung dar und enth

alt als Spezialf

alle die Fliebedingungen nah Hill (2.11),
nah Prager (2.12) sowie nah von Mises (2.13).
2.2 Flieregel
Durh die Flieregel werden die plastishen Verzerrungsinkremente in Abh

angigkeit von
den momentanen Spannungen festgelegt. Nah von Mises [58℄ sind diese proportional zum
Gradienten eines plastishen Potentials:
d"
pl
= d

pl
()

(2.14)
Wird als plastishes Potential die Fliefunktion F () gew

ahlt, entsteht hieraus die asso-
ziierte Flieregel:
d"
pl
= d
F ()

(2.15)
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Diese, auh als Normalenregel bezeihnete Beziehung besagt, da sih die plastishen Ver-
zerrungsinkremente d"
pl
immer in Rihtung der Normalen des Fliek

orpers ausbilden.
Weiterhin folgen aus dem Stabilit

atskriterium von Druker [25℄ f

ur die Arbeit der plasti-
shen Verzerrungsinkremente
d
ij
d"
pl
ij
 0 (2.16)
sowie die Konvexit

at der Flie

ahe [13, 44, 73℄.
In der Geshwindigkeitsform ergibt sih die Normalenregel zu
_
"
pl
=
_

F

(2.17)
Ausgehend von einem Spannungszustand an der Fliegrenze lassen sih somit bei verfesti-
gendem Material die nahstehenden Belastungsbedingungen untersheiden [44℄:
F = 0 ;

F


T
_
 < 0 ;
_
 = 0 Entlastung (2.18)
F = 0 ;

F


T
_
 = 0 ;
_
 = 0 neutrale Belastung (2.19)
F = 0 ;

F


T
_
 > 0 ;
_
 > 0 Belastung (2.20)
Bei G

ultigkeit der Bedingung (2.18) erfolgt eine Entlastung in den elastishen Bereih,
w

ahrend (2.20) zu weiteren plastishen Verzerrungen f

uhrt. Die neutrale Belastung gem

a
(2.19) bedeutet lediglih eine Spannungsumlagerung.
2.3 Spannungs-Verzerrungs-Beziehung
F

ur kleine Deformationen kann die Gesamtverzerrung additiv in einen elastishen und
einen plastishen Anteil aufgespalten werden:
" = "
el
+ "
pl
(2.21)
F

ur den elastishen Anteil gilt bei Voraussetzung linear-elastishenMaterialverhaltens das
Hookeshe Gesetz:
 = E   "
el
(2.22)
mit dem vierstugen Elastizit

atstensor E, welher eine eineindeutige Abbildung zwishen
dem Spannungstensor  und dem elastishen Anteil des Verzerrungstensors "
el
vermit-
telt. Bei isotropem elastishen Materialverhalten ergeben sih die Koordinaten des Elasti-
zit

atstensors zu
E
ijkl
=  Æ
ij
Æ
kl
+ 2 Æ
ik
Æ
jl
(2.23)
wobei  und  die Lameshen Konstanten
 =
 E
(1 + )(1  2 )
 = G =
E
2 (1 + )
(2.24)
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darstellen.
Wegen der Abh

angigkeit der plastishen Deformationen von der Belastungsgeshihte
ist die Darstellung der Spannungs-Verzerrungs-Beziehung in der Geshwindigkeits- bzw.
Ratenform notwendig:
_
 = E  
_
"
el
= E  

_
"  
_
"
pl

(2.25)
Wird der plastishe Anteil der Verzerrungsgeshwindigkeit gem

a der Normalenregel (2.17)
ersetzt, l

at sih die Gesamt-Verzerrungsgeshwindigkeit in der Form
_
" = E
 1
 
_
 +
_

F

(2.26)
darstellen.
2.4 Entwiklungsgleihungen
Erfolgt nah dem erstmaligen Erreihen der Fliegrenze eine weitere Plastizierung,

andern
sih bei verfestigendem Material Lage und Form des Fliek

orpers in Abh

angigkeit vom
aufgebrahten Lastpfad. Der Einu der Belastungsgeshihte auf den Spannungs- und
Verzerrungszustand bei plastishen Deformationen wird durh die Einf

uhrung zus

atzliher
skalar- oder tensorwertiger innerer Variabler  in der Fliebedingung erfat.
Die bei fortshreitender plastisher Verformung auftretenden

Anderungen der inneren
Variablen k

onnen durh Entwiklungsgleihungen der Form
_
 =
_
 q(;) (2.27)
beshrieben werden [11, 44℄. Die Funktionen q sind dabei skalar- bzw. tensorwertig von
gleiher Stufe wie die inneren Variablen .
Es lassen sih drei untershiedlihe Verfestigungsmehanismen untersheiden: isotrope,
kinematishe und formative Verfestigung.
{ Die isotrope Verfestigung ist durh eine gleihm

aige Aufweitung des Fliek

orpers
harakterisiert und wird meist durh eine funktionelle Abh

angigkeit der Fliespan-
nung von der plastishen Vergleihsdehnung
"
pl
v
=
Z
r
2
3
_"
pl
ij
_"
pl
ij
dt (2.28)
beshrieben:

F
= A("
pl
v
) (2.29)
{ Rein translatorishe Lage

anderungen des Fliek

orpers werden als kinematishe Ver-
festigung bezeihnet und

uber sogenannte R

ukspannungen (engl. \bak-stresses")
 erfasst. Die Translationsregel von Prager [63℄
_
ij
= b
1
_"
pl
ij
(2.30)
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postuliert die Proportionalit

at der zeitlihen Zuw

ahse der R

ukspannungen und der
plastishen Verzerrungsgeshwindigkeiten. Wird die in Gl. (2.30) enthaltene Kon-
stante b
1
durh eine Materialfunktion B("
pl
v
) ersetzt, entsteht ein Ansatz f

ur die
nihtlineare kinematishe Verfestigung [4, 5, 26℄:
_
ij
= B("
pl
v
) _"
pl
ij
(2.31)
Aus der Inkompressibilit

at der plastishen Verzerrungsgeshwindigkeiten folgt die
deviatorishe Natur des R

ukspannungstensors .
Eine Evolutionsgleihung mit Entwiklungs- und Begrenzungsterm wurde von Arm-
strong und Frederik [3℄ vorgeshlagen:
_
ij
= b
1
_"
pl
ij
  b
3
_"
pl
v

ij
(2.32)
Einige Autoren [39, 59, 69℄ verwenden auh Evolutionsgleihungen mit einer Summe
von Begrenzungstermen.
{ Die formative oder Distorsions-Verfestigung dagegen harakterisiert

Anderungen der
Form sowie Drehungen des Fliek

orpers [8, 40, 41, 75℄. Als Ansatz f

ur die Entwik-
lung des vierstugen Distorsionstensors wurde in

Ubereinstimmung mit [37, 47℄ die
Entwiklungsgleihung nah Danilov [21℄ gew

ahlt:
_
N
ijkl
=
C("
pl
v
)
_"
pl
v
_"
pl
ij
_"
pl
kl
(2.33)
Auf die Verwendung sehsstuger Materialtensoren zur Beshreibung des formativen
Verfestigungsverhaltens, wie in [37, 71, 75℄ vorgenommen, wurde wegen der gerin-
gen Datenbasis zur Approximation der Anfangs-Flieortkurve (siehe Abshnitt 5.1)
verzihtet.
F

ur die in den verallgemeinerten Entwiklungsgleihungen (2.29), (2.31) und (2.33) ent-
haltenen Funktionen A("
pl
v
), B("
pl
v
) und C("
pl
v
) sind noh gegeignete Ans

atze zu w

ahlen,
siehe Abshnitt 2.5.
2.5 Materialmodell
Die in den vorhergehenden Abshnitten angegebenen Gleihungen zur Beshreibung des
elastish-plastishen Materialverhaltens lassen sih zum Deformationsgesetz f

ur kleine Ver-
zerrungen zusammenfassen:
E
 1
 
_
 +
_

F (;;p)
 
 
_
" = 0
_
  
_
 q(;;p) = 0
F (;;p) = 0
(2.34)
Hierin sind noh geeignete Ans

atze f

ur die in den Entwiklungsgleihungen enthaltenen
Verfestigungsfunktionen q sowie f

ur die Fliefunktion F zu w

ahlen. In einer Material-
bibliothek sind dann entsprehende Routinen zur Berehnung der Funktionswerte sowie
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der f

ur den Integrationsalgorithmus des Deformationsgesetzes und f

ur den Optimierungs-
algorithmus zur Parameteridentikation ben

otigten Ableitungen bereitzustellen.
Dabei konnte auf eine von Kretzshmar [47℄ entwikelte Materialbibliothek zur

ukge-
grien werden, welhe die Ber

uksihtigung der Fliebedingung nah Baltov und Sawzuk
(2.6) und der verallgemeinerten Entwiklungsgleihungen (2.29), (2.31) und (2.33) erlaubt.
Es ist m

oglih, die hierin enthaltenen Funktionen A("
pl
v
), B("
pl
v
) sowie C("
pl
v
) in Abh

angig-
keit von jeweils bis zu drei Parametern a
1
: : : a
3
, b
1
: : : b
3
bzw. 
1
: : : 
3
zu w

ahlen. Diese
Materialbibliothek wurde entsprehend den Anforderungen der vorliegenden Untersuhun-
gen modiziert und erg

anzt, so da die im folgenden aufgef

uhrten Ans

atze realisiert werden
k

onnen.
 Fliebedingung:
{ nah Baltov und Sawzuk (2.6) bzw. als Spezialf

alle die Fliebedingungen
{ nah Hill (2.11),
{ nah Melan und Prager (2.12)
{ sowie nah von Mises (2.13).
 Isotrope Verfestigung:
{ Potenzansatz nah Ludwik [42℄

F
= 
F
0
+ a

"
pl
v

n
(n < 1) (2.35)
Dieser hat den Nahteil, da die numerishe Integration des Deformationsgeset-
zes wegen d
F
=d"
pl
v
j
("
pl
v
=0)
= 1 versagt. Daher wurde der Ansatz in der von
Ulbriht [74℄ vorgeshlagenen erweiterten Form

F
= 
F
0
+ a
h
"
pl
v
+ 

n
  
n
i
( > 0; n < 1)
verwendet, siehe auh [16, 36, 47℄. Hierin stellt  keinen Materialparameter dar,
sondern dient lediglih der Vermeidung numerisher Instabilit

at.  ist daher
konstant zu halten und, wie im Abshnitt 5.3 gezeigt wird, in Abh

angigkeit
von der Mashinengenauigkeit m

oglihst klein zu w

ahlen, um Auswirkungen
auf die anderen zu identizierenden Parameter zu vermeiden.
Mit den drei verallgemeinerten Parametern a
1
: : : a
3
nimmt der obige Ansatz
die Form

F
= 
F
0
+ a
1
h
"
pl
v
+ a
2

a
3
  a
a
3
2
i
(a
2
> 0; a
3
< 1) (2.36)
an. Aus numerishen Gr

unden ist es vorteilhaft, wenn alle Parameter die glei-
he Gr

oenordnung besitzen [22℄. Daher wurde die shon von Bohnsak [16℄
vorgeshlagene Normierung des Parameters a
3
verwendet.
{ Um den in den einahsigen Spannungs-Dehnungs-Kurven (siehe Abshnitte 3.2
und 3.3) auftretenden

Ubergangsbereih vom linearelastishen Verhalten zu
dem oberhalb von "  0; 02 beobahteten asymptotishen Verhalten im plasti-
shen Bereih zu modellieren, wurden Ans

atze auf der Grundlage der artan-
und der Exponentialfunktion gew

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Durh den artan-Ansatz

F
= 
F
0
+ a
1
artan(a
2
"
pl
v
) + a
3
"
pl
v
(a
2
> 0) (2.37)
wird ein asymptotishes Verhalten der Fliekurve 
F
= 
F
("
pl
v
) gegen eine
Gerade mit dem Anstieg a
3
erzeugt.
{ Als Exponentialansatz wurde

F
= 
F
0
+ a
1
h
1  exp( a
2
"
pl
v
)
i
+ a
3
"
pl
v
(a
2
> 0) (2.38)
gew

ahlt. Das asymptotishe Verhalten der Fliekurve wird wiederum durh eine
Gerade mit dem Anstieg a
3
beshrieben.
 Kinematishe Verfestigung:
{ Verfestigungsregel nah Prager (2.30)
_
ij
= b
1
_"
pl
ij
(b
1
> 0) (2.39)
{ Nihtlineare kinematishe Verfestigung gem

a
_
ij
= (b
1
+ b
2
"
pl
v
) _"
pl
ij
(2.40)
{ Verfestigungsregel nah Armstrong und Frederik (2.32)
_
ij
= b
1
_"
pl
ij
  b
3
_"
pl
v

ij
(b
1
> 0; b
3
> 0) (2.41)
 Formative Verfestigung:
{ Ansatz nah Danilov (2.33) mit einer linearen Funktion C("
pl
v
)
_
N
ijkl
=

1
+ 
2
"
pl
v
_"
pl
v
_"
pl
ij
_"
pl
kl
(2.42)
Die Parameter k

onnen jeweils einzeln

uber entsprehende Shalter aktiviert (zur Optimie-
rung frei gegeben) bzw. deaktiviert (konstant gehalten) werden. Weitere Shalter

uber-
nehmen die Auswahl der zum gew

ahlten Ansatz geh

orenden Routinen zur Berehnung der
Funktionswerte und Ableitungen.
Zur Integration des Deformationsgesetzes sind zus

atzlih in Vorversuhen zu ermitteln-
de Gr

oen bereitzustellen:
{ Zur Beshreibung des elastishen Materialverhaltens der Elastizit

atstensor E bzw.
f

ur isotrope Elastizit

at die elastishen Konstanten E und , siehe Abshnitt 3.1.
{ Die Anfangs-Flieortkurve, insbesondere die Anfangs-Fliespannung 
F
0
sowie ggf.
Anfangswerte der inneren Variablen, siehe Abshnitt 5.1.
Kapitel 3
Experimentelle Ergebnisse
S

amtlihe zur Identikation der Materialparameter verwendeten Experimente wurden an
der Professur Experimentelle Mehanik der TU Chemnitz durhgef

uhrt [18, 45, 46℄. Dort
fand auh die Auswertung der Rohdaten statt.
Es wurden Zugversuhe und Biegeversuhe an geraden Proben sowie Biegeversuhe an
gekerbten Proben ausgef

uhrt. Eine Darstellung der Versuhsdurhf

uhrung und der expe-
rimentellen Ergebnisse der Versuhe an geraden Proben ist in [18℄ enthalten. Der Biege-
versuh an der gekerbten Biegeprobe und dessen Auswertung wurden bereits in [16℄ und
[47℄ beshrieben. Daher sollen hier lediglih einige Grundz

uge der experimentellen Verfah-
ren erl

autert werden. Weiterhin werden die f

ur die Parameteridentikation verwendeten
experimentellen Ergebnisse aufgef

uhrt und interpretiert.
Die Versuhe an geraden Proben dienten der Bestimmung der elastishen Konstan-
ten, der Anfangs-Flieortkurve und der einahsigen Spannungs-Dehnungs-Kurven. Bei den
Versuhen an der gekerbten Biegeprobe wurden Moireaufnahmen zur Messung der Ver-
shiebungsfelder angefertigt. Ein speziell entwikeltes Approximationsverfahren [16, 17℄
zur Ermittlung der Vershiebungen in beliebigen materiellen Punkten der Probe erlaubte
gleihzeitig die Berehnung der Verzerrungen, deren Werte im Ligament, der Verbindungs-
linie der Kerbgr

unde, als Belastung f

ur die vorgestellten Berehnungen diente.
Da das f

ur die Herstellung der Proben verwendete Halbzeug infolge des Walzprozes-
ses plastish-orthotropes Materialverhalten aufweist, wurden sowohl Proben untersuht,
bei denen die L

angsahse parallel zur Walzrihtung verl

auft, als auh Proben, bei denen
die L

angsahse senkreht zur Walzrihtung angeordnet ist. Im weiteren sollen hierf

ur die
Bezeihnungen \Probe in Walzrihtung" bzw. \Probe quer zur Walzrihtung" verwendet
werden.
17
18 EXPERIMENTE
3.1 Materialauswahl
Hinsihtlih der Erf

ullung der Voraussetzungen
 Vorliegen des Werkstoes als gewalztes Bleh mit plastisher Orthotropie,
 keine Strekgrenzeneekte,
 stabiles Verhalten im plastishen Bereih sowie
 vernahl

assigbare rheonome Eekte
wurde der austenitishe Stahl X6CrNiTi 18-10 (Werkstonummer 1.4541) f

ur die Expe-
rimente ausgew

ahlt [45℄. Die hemishe Zusammensetzung und die physikalishen Eigen-
shaften sind aus der DIN 17440 [23℄, DIN 17441 [24℄ bzw. der EN 10088 [27℄ ersihtlih.
Das Material stand in Form eines Walzblehes zur Verf

ugung, aus dem die zu untersu-
henden Proben in Walzrihtung bzw. quer zur Walzrihtung entnommen wurden.
Die in [18℄ angegebenen Mewerte der elastishen Konstanten lassen die Modellierung
des elastishen Teilstogesetzes als linearelastish-isotropes Materialverhalten zu. Die Be-
rehnungen zur Parameteridentikation wurden unter Zugrundelegung eines Elastizit

ats-
moduls E = 192 000 MPa und einer Querkontraktionszahl  = 0; 31 ausgef

uhrt.
3.2 Zugversuhe
Die Zugversuhe wurden an Flahzugproben durhgef

uhrt, wobei die Verzerrungen in der
L

angsrihtung und in beiden Querrihtungen mit Dehnungsmestreifen sowie die aufge-
brahte Zugkraft mit Hilfe einer Kraftmedose gemessen wurden [18℄. Aufgrund der vor-
genommenen Versuhsdurhf

uhrung kann von einem einahsigen homogenen Spannungs-
zustand im Megebiet ausgegangen werden.
Bild 3.1 enth

alt die gemessene Cauhy-Spannung  in Abh

angigkeit von der logarith-
mishen oder Henky-Dehnung ' f

ur jeweils eine Probe in Walzrihtung bzw. quer zur
Walzrihtung.
Die Zugspannungen f

ur die Probe quer zur Walzrihtung weisen im plastishen Bereih
um etwa 14 MPa gr

oere Werte als die Zugspannungen f

ur die Probe in Walzrihtung auf,
wobei die Spannungsdierenz zwishen beiden Spannungs-Dehnungs-Kurven im plasti-
shen Bereih unver

andert bleibt.
1
Bei Drukversuhen stellen sih infolge der Reibung an den Lagerstellen mit wahsen-
der Deformation tonnenf

ormige Ausbauhungen der Proben und somit ein inhomogener
dreiahsiger Spannungszustand ein. Auf die Untersuhung der orthotropen Eigenshaften
des Walzblehs im Drukversuh wurde daher verzihtet [18℄.
1
In DIN 17441 [24℄ werden f

ur die 0; 2%- und die 1%-Dehngrenzen in Querrihtung ebenfalls um 15 MPa
gr

oere Werte als in L

angsrihtung angegeben.
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Bild 3.1: Spannungs-Dehnungs-Kurven aus dem Zugversuh, nah [18℄
inwr { Probe in Walzrihtung
quwr { Probe quer zur Walzrihtung
3.3 Biegeversuhe an geraden Proben
Um trotzdem Aussagen

uber das Spannungs-Dehnungs-Verhalten sowohl f

ur einahsigen
Zug als auh f

ur einahsigen Druk zu erhalten, wurden Biegeversuhe an geraden Proben
ausgef

uhrt. Im Bild 3.2 sind die Probengeometrie und die Belastung dargestellt.
Mit Hilfe von Dehnungsmestreifen wurden die L

angs- und Querdehnungen an der
Ober- und Unterseite der Probe gemessen. Aus der Belastung F ergibt sih das aufge-
brahte Biegemoment.
Werden kleine Verformungen, die G

ultigkeit der Bernoulli-Hypothese und damit eine
lineare Verteilung der L

angsdehnungen

uber der H

ohe des Rehtekquershnittes sowie das
Vorliegen eines einahsigen Spannungszustandes auf der Ober- und Unterseite der Probe
vorausgesetzt, k

onnen die Randspannungen 
z
auf der Zugseite und 
d
auf der Drukseite
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Bild 3.2: Gerade Biegeprobe, Geometrie und Belastung
aus den L

angsdehnungen "
z
und "
d
sowie dem Biegemoment M

uber

z;d
=
2
bh
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2M + "
dM
d"
d"
z;d
d"
mit " =
1
2
("
z
  "
d
) (3.1)
ermittelt werden [46℄. Die auf diese Weise berehnete Zugspannungskurve wies gegen

uber
derjenigen aus dem Zugversuh einen deutlih kleineren Anstieg im plastishen Bereih
auf, die Drukspannungskurve dagegen einen deutlih gr

oeren.
Mit Hilfe einer Quershnittskorrektur wurde versuht, die aus dem Biegeversuh resul-
tierenden Spannungs-Dehnungs-Kurven zu verbessern. Der Quershnitt der auf Biegung
beanspruhten Probe wird dabei als trapezf

ormig vorausgesetzt, und in die erweiterte For-
mel zur Bestimmung der Zug- und Drukspannungen gehen nunmehr auh die gemessenen
Querdehnungen ein, siehe Bormann [18℄.
F

ur die Biegeversuhe standen jeweils zwei Proben in Walzrihtung bzw. quer zur
Walzrihtung zur Verf

ugung. Die erhaltenen Zug- und Drukspannungskurven aus dem
Biegeversuh sowie zum Vergleih die zugeh

orige Zugspannungskurve aus dem Zugversuh
sind f

ur Proben in Walzrihtung im Bild 3.3 sowie f

ur Proben quer zur Walzrihtung im
Bild 3.4 dargestellt.
Au

allig ist zun

ahst, da die Drukspannungen im gesamten Bereih der Spannungs-
Dehnungs-Kurven betragsm

aig gr

oer als die Zugspannungen sind. Diese Ersheinung
kann so gedeutet werden, da infolge der Vorbelastung durh Walzen eine Textur der Kri-
stallite auftritt, welhe zu gr

oeren Drukspannungen f

uhrt. Dieser sogenannte \strength
dierential-" oder S-D-Eekt wurde z. B. auh von Spitzig et al. [70℄ beobahtet. Eine
zusammenfassende Darstellung enth

alt [1℄. Im untersuhten Materialmodell wird dieser
Eekt durh Anfangswerte der R

ukspannungen beshrieben, welhe bei der Approxima-
tion der Anfangs-Flieortkurve berehnet werden, siehe Abshnitt 5.1.
Weiterhin ist eine zum Teil deutlihe Materialstreuung zu beobahten. Da die Er-
gebnisse nur f

ur jeweils zwei Proben zur Verf

ugung stehen, kann diese aber niht n

aher
untersuht werden.
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Bild 3.3: Zug- und Drukspannungskurven f

ur Proben in
Walzrihtung, nah [18℄
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Bild 3.4: Zug- und Drukspannungskurven f

ur Proben
quer zur Walzrihtung, nah [18℄
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Der Anstieg der Spannungs-Dehnungs-Kurven im plastishen Bereih entspriht dem Tan-
gentenmodul, welher die Verfestigung des Materials harakterisiert. Die Anstiege der aus
dem Biegeversuh ermittelten Zugspannungskurven einerseits wie auh andererseits die
Anstiege der Drukspannungskurven sind f

ur Proben sowohl in als auh quer zur Walz-
rihtung jeweils nahezu gleih. Dagegen f

allt auf, da trotz der vorgenommenen Quer-
shnittskorrektur die Anstiege der Zugspannungskurven aus dem Biegeversuh kleiner als
die derjenigen aus dem Zugversuh, die Anstiege der Drukspannungskurven jedoh gr

oer
sind. Mit Hilfe der Parameteridentikation unter Verwendung des artan-Ansatzes nah
Gl. (2.37) berehnete Werte der asymptotishen plastishen Tangentenmoduli (Parameter
a
3
) sind in Tabelle 3.1 zusammengestellt. Leider stehen keine Ergebnisse aus Drukversu-
hen zum Vergleih zur Verf

ugung.
Versuh Anzahl Spannungs-Dehnungs-Kurven plastisher Tangentenmodul
Zugversuh 2 Zugspannungskurven 2633 MPa  1,9 %
Biegeversuh 4 Zugspannungskurven 2300 MPa  2,7 %
Biegeversuh 4 Drukspannungskurven 3248 MPa  2,5 %
Tabelle 3.1: Asymptotishe plastishe Tangentenmoduli einshlielih
Vertrauensbereihen f

ur Zug- und Biegeversuh
Es ersheint daher eher unwahrsheinlih, da die Abweihungen in den Tangentenmo-
duli allein Folge der Materialstreuung, wie in [18℄ vermutet, darstellen. Da sih die Ab-
weihungen mit zunehmender Dehnung ausbilden, kommen als Ursahen zus

atzlih die
Auswirkungen der sih im betrahteten Verzerrungsbereih auspr

agenden geometrishen
Nihtlinearit

at in Frage, so da die zur Herleitung der Auswerteformel verwendeten Vor-
aussetzungen m

ogliherweise verletzt werden.
Aus den Spannungs-Dehnungs-Kurven wurden weiterhin Mewerte f

ur die Fliespan-
nungen bei 0,01 % Oset-Dehnung und die zugeh

origen Rihtungen der plastishen Defor-
mationsgeshwindigkeit
_
"
pl
bestimmt [18℄. Da die Spannungs-Dehnungs-Kurven f

ur jeweils
zwei Proben in Walzrihtung und zwei weitere Proben quer zur Walzrihtung ausgewertet
wurden, stehen somit aht Mewerte f

ur die Fliespannungen sowie aht weitere Mewerte
f

ur die Rihtungen der plastishen Deformationsgeshwindigkeit zur Approximation der
Anfangs-Flieortkurve zur Verf

ugung, siehe Bild 5.1.
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3.4 Biegeversuhe an gekerbten Proben
Die Parameteridentikation aus Vershiebungsfeldern mit Hilfe der FEM erm

ogliht die
Einbeziehung inhomogener und mehrahsiger Beanspruhung. Hierf

ur wurden Biegever-
suhe an gekerbten Proben durhgef

uhrt [16, 46, 47℄. Um f

ur die einzelnen materiellen
Teilhen der Probe ein breites Spektrum untershiedliher Deformationswege zu erhalten,
wurde eine Probengeometrie verwendet, f

ur die sih ein m

oglihst groes Verh

altnis der
Hauptspannungen 
2
=
1
auf dem Ligament ergibt [47℄, siehe Bild 3.5.
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Bild 3.5: Gekerbte Biegeprobe, Geometrie und Belastung
Zur Messung der Vershiebungsfelder in der Blehebene wurde das In-plane-Moire-Verfah-
ren (siehe z. B. Naumann [61℄) verwendet. Hierbei wird ein Objektgitter auf die unverform-
te Probe aufgeklebt und mit der Probe in den einzelnen Lastshritten verformt. In jedem
Lastshritt wird dann ein unverformtes Bezugsgitter

uber die Probe gelegt, so da ein
Moirestreifenbild entsteht, welhes fotograert wird. Bei Verwendung eines Kreuzgitters
als Objektgitter und eines Liniengitters als Bezugsgitter stellen die Moirestreifen Isotheten
des Feldes der Vershiebungskomponente senkreht zur Rihtung des Liniengitters dar.
F

ur eine Probe in Walzrihtung stehen Moireaufnahmen f

ur insgesamt 14 Lastshritte
zur Verf

ugung. Das Belastungsregime ist aus Bild 3.6 ersihtlih.
Moireaufnahmen f

ur die Lastshritte 5 und 12 sind exemplarish in den Bildern 3.7 bis
3.10 dargestellt.
Die Ausmessung der Moireaufnahmen erfolgte halbautomatish, indem unter einem
Memikroskop die Isotheten manuell abgetastet und f

ur eine gewisse Anzahl von Punkten
deren Ortskoordinaten elektronish erfat und gespeihert wurden. Aus der zugeh

origen
Isothetenordnung und der Gitterteilung lassen sih somit diskrete Messwerte f

ur die Ver-
shiebungsfelder u
1
und u
2
ermitteln.
Diese wurden benutzt, um mit dem von Bohnsak [16, 17℄ entwikelten Approximati-
onsverfahren stetige Vershiebungsfelder zu erhalten, aus denen die Vershiebungen und
Verzerrungen an vorgegebenen Punkten bestimmt werden k

onnen. Die Verzerrungsinkre-
mente im Ligament der gekerbten Biegeprobe stellen die Belastung bei der punktweisen
Integration des Deformatonsgesetzes dar, vgl. Abshnitt 4.1.
Die mit der oben beshriebenen Methode erhaltenen Mewerte der L

angsdehnungen "
11
und der Querdehnungen "
22
sind f

ur die Belastungs-Lastshritte 1 bis 6 in den Bildern 3.11
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Bild 3.6: Gekerbte Biegeprobe: BiegemomentM in Abh

angigkeit
vom Traversenweg u
bzw. 3.12 sowie f

ur die Lastshritte 7 bis 14 der Ent- bzw. Wiederbelastung in den Bil-
dern 3.13 bzw. 3.14 dargestellt.
Die Querdehnung in den Kerbgr

unden m

ute auh bei Ber

uksihtigung der Anfangs-
werte der R

ukspannungen etwa das (-0,5) -fahe des Wertes der zugeh

origen L

angsdeh-
nung betragen. Dieser Wert wird jedoh bei weitem niht erreiht, so da die in den Ker-
ben geltende Randbedingung des Vershwindens der

aueren Normalspannung 
22
= 0
im Ergebnis der punktweisen Integration des Deformationsgesetzes f

ur den ebenen Span-
nungszustand niht erf

ullt wird. Daher wurde f

ur die Kerbgr

unde die Integration des
Deformationsgesetzes unter Zugrundelegung eines einahsigen Spannungszustandes vorge-
sehen.
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Bild 3.7: Moirestreifen f

ur Vershiebungen
in L

angsrihtung, Lastshritt 5
Bild 3.8: Moirestreifen f

ur Vershiebungen
in Querrihtung, Lastshritt 5
Bild 3.9: Moirestreifen f

ur Vershiebungen
in L

angsrihtung, Lastshritt 12
Bild 3.10: Moirestreifen f

ur Vershiebungen
in Querrihtung, Lastshritt 12
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Kapitel 4
Berehnungsmodell zur
Parameteridentikation
4.1 Lokale Integration des Deformationsgesetzes
Das im Kapitel 2 hergeleitete Deformationsgesetz bei kleinen Verzerrungen
E
 1
 
_
 +
_

F (; ; p)

 
_
" = 0 (4.1)
_
  
_
 q(; ; p) = 0 (4.2)
F (; ; p) = 0 (4.3)
stellt ein Algebro-Dierentialgleihungssystem mit den im allgemeinen nihtlinearen Die-
rentialgleihungen Spannungs-Verzerrungs-Beziehung (4.1) und Entwiklungsgleihungen
f

ur die inneren Variablen (4.2) sowie der algebraishen Fliebedingung (4.3) dar. Hierin
ist die Inverse E
 1
des Elastizit

atstensors entsprehend dem gemessenen elastishen Ma-
terialverhalten bekannt. F

ur die Fliefunktion F (; ; p) und die Evolutionsfunktionen
q(; ; p) der inneren Variablen sind geeignete Ansatzfunktionen zu w

ahlen.
Aus der Versuhsauswertung an der gekerbten Biegeprobe stehen lastshrittweise die
aus den Vershiebungsfeldern ermittelten Verzerrungen in Punkten des Ligaments zur Ver-
f

ugung [46℄. Damit l

at sih jedem untersuhten Punkt des Ligaments eine individuelle
Belastungsgeshihte in Form von Verzerrungs

anderungen "
n
= "
n
  "
n 1
zwishen zwei
aufeinanderfolgenden Lastshritten zuordnen. Diese k

onnen als

auere Belastung aufgefat
werden, f

ur die durh numerishe Integration des Deformationsgesetzes (4.1) - (4.3) die
zugeh

origen Spannungen und inneren Variablen f

ur alle Vergleihsorte und Lastshritte
zu bestimmen sind. Als zus

atzlihe Variable tritt der plastishe Multiplikator
_
 auf.
Die Zeitdiskretisierung von (4.1) - (4.3) mit dem impliziten Euler-Verfahren f

uhrt auf
das nihtlineare Gleihungssystem
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E
 1
  (
n
  
n 1
) +
_

n
t
F




n
  "
n
= 0

n
  
n 1
 
_

n
t qj
n
= 0
F j
n
= 0
(4.4)
welhes mit dem Newton-Verfahren gel

ost wird (s. Mihael und Meyer [56℄). Zur einfahe-
ren Darstellung und Programmierung wird im folgenden 
n
=
_

n
t gesetzt.
Die Startwerte f

ur einen neuen Lastshritt werden entsprehend dem elastishen Pre-
diktor

0
n
= 
n 1
+ E  "
n

0
n
= 
n 1

0
n
= 0
(4.5)
gew

ahlt. Dabei wird zun

ahst gepr

uft, ob die auf diese Weise bestimmten Spannungen die
Fliegrenze

ubershreiten und plastishes Flieen auftritt. Ist dies der Fall, so mu zur
Berehnung der (k + 1) -ten Iterierten gem

a
0
B
B
B
B


k+1
n

k+1
n

k+1
n
1
C
C
C
C
A
=
0
B
B
B
B


k
n

k
n

k
n
1
C
C
C
C
A
+
0
B
B
B
B

Æ
Æ
Æ
1
C
C
C
C
A
(4.6)
das lineare Gleihungssystem

J j
k
n

0
B
B
B
B
B
B
B
B

Æ
Æ
Æ
1
C
C
C
C
C
C
C
C
A
=
0
B
B
B
B
B
B
B
B
B

"
n
  
k
n
F




k
n
 E
 1
 


k
n
  
n 1


k
n
qj
k
n
 


k
n
  
n 1

  F j
k
n
1
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A
(4.7)
mit der Systemmatrix

J j
k
n

=
0
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B

E
 1
+ 
k
n

2
F

2




k
n

k
n

2
F
 




k
n
F




k
n
 
k
n
q





k
n
I   
k
n
q





k
n
 qj
k
n
F




k
n
F




k
n
0
1
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A
(4.8)
gel

ost werden. Die Iteration wird solange fortgesetzt, bis der Betrag des Vektors der rehten
Seite von (4.7) eine vorzugebende Shranke untershreitet.
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Um ein Integrationsergebnis zu erhalten, welhes hinsihtlih der f

ur die anshlieende
Optimierung ben

otigten Spannungen weitgehend unabh

angig von der Gr

oe der Lastin-
kremente ist, wurde eine Unterteilung der Lastshritte in beliebig viele Zwishenshritte
mit linearem Belastungsweg vorgesehen. Testrehnungen ergaben, da bei einer Unter-
teilung in zehn Zwishenshritte Spannungen erhalten werden, die auf mindestens eine
Nahkommastelle genau sind.
Falls eine der in (4.8) enthaltenen Ableitungen der Evolutionsfunktionen bzw. der Flie-
funktion Unendlih wird, ist die Integration des Deformationsgesetzes niht m

oglih. Dies
w

are bei Verwendung des Potenzansatzes nah Ludwik (2.35) bzw. ohne Ber

uksihtigung
des zus

atzlihen Parameters a
2
in (2.36) f

ur "
pl
v
= 0 der Fall.
F

ur die Experimente an den gekerbten und den geraden Biegeproben kann von ei-
nem ebenen Spannungszustand ausgegangen werden. An den R

andern der Proben gilt
zus

atzlih, da die Normalspannung in Querrihtung Null sein mu. Damit liegt in den
Kerbgr

unden der gekerbten Biegeprobe, an der Ober- und Unterseite der geraden Biege-
proben sowie f

ur den Zugversuh ein n

aherungsweise einahsiger Spannungszustand vor.
Demzufolge wurde die Integration des Deformationsgesetzes (4.1) - (4.3) im Inneren der
gekerbten Biegeprobe unter Voraussetzung eines ebenen Spannungszustandes, jedoh in
den Kerbgr

unden sowie f

ur die Ober- und Unterseite der geraden Biegeproben und die
Zugproben unter Annahme eines einahsigen Spannungszustandes durhgef

uhrt.
Durh numerishe Integration der berehneten Spannungen in den gew

ahlten Ver-
gleihsorten

uber den Quershnitt der gekerbten Biegeprobe lassen sih Vergleihswerte
f

ur die globalen Kraftgr

oen Biegemoment und Normalkraft bestimmen.
4.2 Gestaltung der Zielfunktion
Die Identikation von Materialparametern p erfolgt durh Anpassung eines Modells
y = y(x;p) (4.9)
an zugeh

orige Mewerte y^. Dabei stellt x einen Vektor unabh

angiger Zustandsvariabler
dar, w

ahrend die abh

angige Variable y in der Regel skalarwertig ist.
1
Als Abstandsma zwishen den gemessenen Werten y^ und den durh das Modell (4.9)
denierten berehneten Werten y ist die Verwendung des absoluten Fehlers
y
abs
= y   y^ (4.10)
oder des relativen Fehlers
y
rel
=
y   y^
y^
(4.11)
denkbar. Die Benutzung des relativen Fehlers, die z. B. in [68℄ vorgenommen wird, ist nur
f

ur monoton wahsende Vorg

ange, z.B. f

ur einen Belastungsvorgang, m

oglih. Dagegen ist
f

ur Lastzyklen mit Belastung und anshlieender Ent- sowie Gegenbelastung wegen der
1
F

ur vektor- oder tensorwertige Vergleihsgr

oen mu eine skalarwertige Ersatzgr

oe (Norm, Invariante)
gew

ahlt werden.
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dabei auftretenden Nulldurhg

ange der Vergleihswerte nur die Anwendung des absoluten
Fehlers sinnvoll.
Die Mewerte der f

ur die Parameteridentikation benutzten physikalishen Gr

oen ste-
hen f

ur eine gewisse Anzahl n von Zust

anden zur Verf

ugung. Die Gesamtheit der Mewerte
y^
i
soll nunmehr in einem Vektor y^, die Gesamtheit der zugeh

origen berehneten Werte
y
i
in einem Vektor y zusammengefat werden. Damit ist prinzipiell jede Vektornorm zur
Denition eines Abstandsmaes zwishen dem Vektor der berehneten Werte y und dem
Vektor der Mewerte y^ m

oglih. Die wihtigsten Normen f

ur einen Vektor
v = (v
1
; v
2
; : : : ; v
n
)
T
2 R
n
sind
{ die Betragssummennorm (L
1
-Norm)
k v k
1
=
n
X
i=1
jv
i
j (4.12)
{ die Euklidishe oder Quadratsummennorm (L
2
- Norm)
k v k
2
=
v
u
u
t
n
X
i=1
v
2
i
(4.13)
{ und die Maximumnorm (L
1
-Norm)
k v k
1
= max
i=1:::n
jv
i
j (4.14)
Seibert [68℄ untersuhte Zielfunktionen auf der Basis der Normen (4.12) - (4.14) mit Hilfe
\synthetisher", d.h. f

ur ein bekanntes Modell mit vorgegebenen Parametern erzeugter
Mewerte mit und ohne Ber

uksihtigung normal verteilter Mefehler und stellte einen
n

aherungsweise linearen Zusammenhang zwishen den drei Zielfunktionstypen fest.
Bei der Approximation realer Mewerte wird im allgemeinen die Quadratsummennorm
(4.13) verwendet. Da die Mefehler, soweit sie niht systematisher Natur sind, um den
wahren Wert streuen, wird durh die Verwendung der Quadratsummennorm eine Appro-
ximation aller Mewerte im quadratishen Mittel erreiht. Auerdem ist die Quadrat-
summennorm stetig dierenzierbar, w

ahrend diese Eigenshaft f

ur die anderen Normen
wegen der darin enthaltenen Betragsfunktion niht erf

ullt ist. Somit w

are bei Verwendung
der Maximumnorm oder der Betragssummennorm die Erf

ullung der Voraussetzungen f

ur
die im Abshnitt 4.3 angegebenen Optimalit

atskriterien der Zielfunktion und die Anwen-
dung gradientenbasierter Optimierungsverfahren niht m

oglih. Weiterhin beruht die im
Abshnitt 4.5 vorgestellte Theorie der Parametersh

atzung ebenfalls auf der Verwendung
der Quadratsummennorm, so da ausshlielih diese f

ur die im folgenden dargestellten
Berehnungen benutzt wurde.
Die Zielfunktion zur Bestimmung der unbekannten Materialparameter p nimmt nun-
mehr die Form
(p) =
n
X
i=1
(y
i
(p)  y^
i
)
2
= (y(p)  y^)
T
(y(p)  y^) (4.15)
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an.
Als Kriterium f

ur die Einsh

atzung der erreihten Approximationsg

ute wird die mitt-
lere quadratishe Abweihung
s =
v
u
u
u
t
n
P
i=1
(y
i
  y^
i
)
2
n
=
s
(y   y^)
T
(y   y^)
n
(4.16)
verwendet. F

ur die im Abshnitt 4.5 erl

auterte Theorie der Parametersh

atzung ist es
notwendig, die Standardabweihung
s =
v
u
u
u
t
n
P
i=1
(y
i
  y^
i
)
2
n  n
p
=
s
(y   y^)
T
(y   y^)
n  n
p
(4.17)
zu berehnen, wobei s
2
einen Sh

atzwert f

ur die Varianz 
2
der Stihprobe bei n
p
zu
bestimmenden Parametern darstellt.
F

ur die mit Hilfe des Zugversuhs bzw. des Biegeversuhs an der geraden Biegeprobe
ermittelten einahsigen Spannungs-Dehnungs-Kurven k

onnen als Vergleihswerte die zu
ausgew

ahlten Dehnungen geh

orenden Spannungen gew

ahlt werden. Dagegen stehen f

ur
den Biegeversuh an der gekerbten Biegeprobe als Vergleihswerte lastshrittweise Me-
werte
^
M des aufgebrahten Biegemomentes und die Bedingung der L

angskraft-Freiheit
des Vier-Punkt-Biegeversuhs
^
N = 0 zur Verf

ugung. Um einheitlihe physikalishe Gr

oen
mit Zahlenwerten von etwa gleiher Gr

oenordnung zu erhalten, wurden die gemessenen
und berehneten Biegemomente mittels Division durh das Widerstandsmoment bei starr-
idealplastishem Verhalten in das bezogene Biegemoment

M
=
M
1
4
b h
2
(4.18)
sowie die berehnete L

angskraft mittels Division durh den Fl

aheninhalt in die bezogene
L

angskraft

N
=
N
bh
(4.19)
umgerehnet.
4.3 Optimierungsverfahren
Die beste Anpassung des Modells y = y(x;p) an die Mewerte y^ wird ereiht, wenn die
Zielfunktion ein Minimum annimmt:
(p) = (y(p)  y^)
T
(y(p)  y^) ! min (4.20)
Der zugeh

orige optimale Parametervektor m

oge mit p

bezeihnet werden.
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Zus

atzlih k

onnen auh Nebenbedingungen (Restriktionen) an die zu identizierenden
Parameter gestellt werden. So mu z.B. f

ur die Konstanten b
1
und b
3
in den Ans

atzen f

ur
die kinematishe Verfestigung nah Prager (2.39) bzw. Armstrong und Frederik (2.41)
b
1
> 0 und b
3
> 0
gelten. Im Kontext der Parameteridentikation ersheint es aber durhaus sinnvoll, nur
das unrestringierte Problem zu l

osen. Bei zutreender Wahl des Modells und ausreihender
Genauigkeit der Mewerte werden die physikalish begr

undeten Restriktionen von allein
erf

ullt. Sollte andererseits eine Restriktion niht automatish erf

ullt werden, kann dies als
siherer Hinweis auf einen mehr oder weniger systematishen Fehler im Materialmodell,
im Experiment oder in der numerishen Simulation gelten.
F

ur das Vorliegen eines Minimums der Zielfunktion sind die folgenden Bedingungen zu
erf

ullen [22℄:
{ Notwendige Optimalit

atsbedingung:
Falls die Zielfunktion (p) : R
n
p
! R in einer oenen konvexen Menge D  R
n
p
stetig dierenzierbar ist und in p

2 D ein lokales Minimum von  vorliegt, ist der
Gradient der Zielfunktion bez

uglih der Parameter Null:
r(p

) = 0 (4.21)
{ Hinreihende Optimalit

atsbedingung:
Falls die Zielfunktion (p) : R
n
p
! R in einer oenen konvexen Menge D  R
n
p
zweifah stetig dierenzierbar ist, und neben der notwendigen Bedingung (4.21) f

ur
die Matrix der zweiten Ableitungen der Zielfunktion nah den Parametern gilt:
r
2
(p

) ist positiv denit, (4.22)
liegt in p

ein lokales Minimum vor.
Die zur L

osung von Identikationsproblemen h

aug eingesetzten Optimierungsstrategien
lassen sih grob in zwei Klassen aufteilen:
{ gradientenbasierte (deterministishe) Verfahren und
{ gradientenfreie Verfahren (stohastishe Methoden, Evolutionsstrategien).
Bei den gradientenbasierten Verfahren wird unter Nutzung der ersten und teilweise auh
der zweiten Ableitungen der Zielfunktion nah den Parametern eine Folge von Iterierten
des Parametervektors mit sinkendem Zielfunktionswert konstruiert. Die Optimalit

atsbe-
dingung (4.21) kann dabei als Abbruhkriterium verwendet werden, vgl. Gl. (4.45). Diese
Vorgehensweise ist an die Verf

ugbarkeit eines eektiven Algorithmus zur Berehnung der
ben

otigten Ableitungen und an die Bedingung gebunden, da die Zielfunktion gen

ugend
oft stetig dierenzierbar bzw. im numerishen Sinne gen

ugend glatt ist.
Gradientenfreie Methoden haben den Vorteil, da lediglih ein Algorithmus zur Be-
rehnung des Funktionswertes der Zielfunktion ben

otigt wird. Dieser wird f

ur anf

anglih
zuf

allig gew

ahlte Parameters

atze bestimmt. Mit Hilfe sogenannter Evolutionsstrategien ist
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es m

oglih, durh geshikte Kombination und Variation von Parameters

atzen mit guten
Zielfunktionswerten eine neue Generation von Parameters

atzen zu gewinnen. Die mehr-
fahe Anwendung des Verfahrens erzeugt wiederum eine Folge von Parameters

atzen mit
sinkenden Zielfunktionswerten [31, 60, 68℄. Da keine Berehnung der Gradienten erfolgt,
ist die

Uberpr

ufung der Optimalit

atsbedingungen (4.21) bzw. (4.22) niht m

oglih. Ent-
sheidender Nahteil der gradientenfreien Verfahren ist jedoh, da zu ihrer Realisierung
eine Vielzahl von Funktionswertberehnungen, in der Regel mindestens einige Tausend
[31℄, erforderlih ist. Es kann jedoh andererseits von Vorteil sein, da keine Forderungen
bez

uglih der Glattheit des Modells zu erf

ullen sind.
Da ein eÆzienter Algorithmus zur Berehnung der ben

otigten Ableitungen zur Verf

u-
gung steht (siehe Abshnitt 4.4), werden ausshlielih deterministishe Optimierungsver-
fahren angewendet.
Einen

Uberblik zu den gradientenbasierten L

osungsverfahren f

ur nihtlineare Opti-
mierungsprobleme enthalten z. B. [12, 22, 33, 38, 50, 64, 66℄. Die im weiteren angegebene
Darstellung folgt im wesentlihen Dennis und Shnabel [22℄.
Die bei der Identikation von Materialparametern bevorzugte Auswertung der Fehler-
quadratsumme kann als Minimierung der L
2
-Norm eines Residuums r(p) zwishen den
berehneten und den gemessenen Vergleihswerten aufgefat werden [22℄:
r(p) = y(p)  
^
y mit r
i
(p) = y
i
(p)  y^
i
(4.23)
wobei sowohl r als auh y Operatoren (bzw. Vektorfunktionen) darstellen, die den n
p
-
dimensionalen Raum der Parameter auf den n-dimensionalen Raum der Vergleihswerte
abbilden (n  n
p
). Die Zielfunktion nimmt damit die Form
(p) =
1
2
r
T
(p) r(p) =
1
2
n
X
i=1
r
2
i
(p) ! min (4.24)
an.
2
Die Matrix der ersten Ableitungen der Vektorfunktion r nah dem Vektor p der un-
abh

angigen Variablen heit Jaobi-Matrix oder Jaobian J mit
J(p) = fJ
ij
(p)g =
(
r
i
p
j
)
(4.25)
wobei
rr
T
(p) = J
T
(p) (4.26)
gilt. F

ur den Gradienten der Zielfunktion nah Gleihung (4.24) ergibt sih
r(p) = J
T
(p) r(p) (4.27)
2
Der Faktor
1
2
wird h

aug verwendet, um eine einfahere Darstellung der ersten und zweiten Ableitungen
zu erhalten.
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Die Matrix der zweiten Ableitungen der skalaren Funktion  nah dem Vektor p der
unabh

angigen Variablen heit Hesse-Matrix oder Hessian H mit
H(p) = r
2
(p) = fH
jk
(p)g =
(

2

p
j
p
k
)
(4.28)
F

ur den Hessian der Zielfunktion nah Gleihung (4.24) gilt
H(p) = r
2
(p) = J
T
(p)J(p) + S(p) (4.29)
wobei J
T
(p)J(p) nur Informationen

uber die ersten Ableitungen des Residuums enth

alt,
w

ahrend die Anteile in den zweiten Ableitungen des Residuums in
S(p) =
n
X
i=1
r
i
(p)

2
r
i
(p)
p
j
p
k
(4.30)
enthalten sind.
Vermittelt das Modell zur Bestimmung der berehneten Vergleihswerte y eine in den
Parametern lineare Abbildung, d. h., falls gilt
y = y(x; p) =
n
p
X
j=1
f
j
(x)  p
j
(4.31)
liegt eine lineare Optimierungsaufgabe vor. Dann besitzt der Vektor der berehneten Ver-
gleihswerte die Form
y = X p (4.32)
wobei X eine Matrix der Dimension [n  n
p
℄ darstellt, in der die j-te Spalte die Funk-
tionswerte der Ansatzfunktion f
j
f

ur alle betrahteten Zust

ande x
i
enth

alt:
X = fX
ij
g = ff
j
(x
i
)g (4.33)
Die L

osung des linearen Fehlerquadratminimum-Problems
1
2
(X p  
^
y)
T
(X p  
^
y) ! min (4.34)
kann aus einem linearen Gleihungssystem, dem sogenannten Normalgleihungssystem
X
T
X p = X
T
^
y (4.35)
berehnet werden. Die Matrix X
T
X ist symmetrish und positiv semidenit. Falls die
Spalten von X linear unabh

angig sind, ist X
T
X nihtsingul

ar und damit invertierbar.
Die L

osung
p

=

X
T
X

 1
X
T
^
y (4.36)
ist dann eindeutig.
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F

ur nihtlineare Optimierungsprobleme existiert eine ganze Reihe von iterativen L

o-
sungsverfahren, die alle dem Grundgedanken nahgehen, eine Folge von Parametervektoren
p
k+1
= p
k
+ s
k
(4.37)
mit sinkendem Zielfunktionswert zu erzeugen. Das einfahste dieser Abstiegsverfahren ist
das Gradientenverfahren, in dem die Suhrihtung s
k
als Rihtung des negativen Gradi-
enten der Zielfunktion
s
k
=  r(p
k
) =  J
T
(p
k
)r(p
k
) (4.38)
gew

ahlt und die Shrittweite  so bestimmt wird, da sih ein m

oglihst groer Abstieg
ergibt. Das Gradientenverfahren ist linear konvergent, konvergiert jedoh in der N

ahe der
L

osung nur sehr langsam.
Im Newton-Verfahren wird die Abstiegsrihtung aus dem quadratishen Modell der
Zielfunktion

k
(p) =  (p
k
) + r(p
k
)
T
(p  p
k
) +
1
2
(p  p
k
)
T
r
2
(p
k
) (p  p
k
) (4.39)
an der Stelle der aktuellen Iterierten des Parametervektors p
k
zu
s
k
=

r
2
(p
k
)

 1

 r(p
k
)

(4.40)
bestimmt. Zur Berehnung von s
k
ist die Kenntnis der Matrix der zweiten Ableitungen
gem

a Gl. (4.29) notwendig.
Speziell f

ur die nihtlineare Fehlerquadratapproximation hat sih das Gau-Newton-
Verfahren bew

ahrt. Hierbei wird f

ur den Residuenvektor r die lineare N

aherung
r
k
(p) = r(p
k
) + J(p
k
) (p  p
k
) (4.41)
angesetzt. Die Suhrihtung ergibt sih dann zu
s
k
=

J
T
(p
k
)J(p
k
)

 1

 r(p
k
)

(4.42)
wobei die im Newton-Verfahren (4.40) verwendete vollst

andige Hesse-Matrix durh deren
Anteil J
T
J in den ersten Ableitungen angen

ahert wird.
Das Gau-Newton-Verfahren ist f

ur nihtlineare Fehlerquadratminimum-Probleme mit
niht vershwindendem Residuum ebenfalls nur linear konvergent, jedoh in der N

ahe der
L

osung wesentlih eektiver als das Gradientenverfahren. Bei ung

unstigen Startwerten
kann jedoh eine shlehte Konvergenz auftreten, so da sih gegebenenfalls eine D

ampfung
durh geeignete Wahl des Vorfaktors  erforderlih maht [66℄.
Eine andere M

oglihkeit besteht darin, dem Gau-Newton-Verfahren am Beginn der
Berehnung das global konvergente Gradientenverfahren vorzushalten. Nah diesem Prin-
zip arbeitet das Levenberg-Marquardt-Verfahren [49, 54℄, in dem die Suhrihtung aus
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s
k
=

J
T
(p
k
)J(p
k
) + I

 1

 r(p
k
)

(4.43)
berehnet und  so bestimmt wird, da s
k
innerhalb eines Vertrauensbereihes (engl.
\trust region") mit
k s
k
k  Æ (4.44)
liegt. Fern der L

osung ergeben sih groe Werte f

ur , so da das Gradientenverfahren

uberwiegt. Im Laufe der Berehnung wird  verkleinert, so da der Iterationsproze in der
N

ahe der L

osung in das Gau-Newton-Verfahren

ubergeht [64, 66℄.
Bei den vorgenommenen Berehnungen wurde ausshlielih das Levenberg-Marquardt-
Verfahren angewendet, wobei als Abbruhkriterium die Bedingung
k r k < tol (4.45)
gepr

uft wird.
Durh die beshriebenen Optimierungsverfahren werden grunds

atzlih lokale Minima
berehnet. F

ur die Entsheidung, ob es sih dabei um das gew

unshte globale Minimum
handelt, sind vershiedene Strategien denkbar:
{ In der Regel werden mehrere Optimierungsrehnungen mit vershiedenen Startwer-
ten ausgef

uhrt. Sollte eine gr

oere Anzahl davon auf dasselbe (kleinste) Minimum
f

uhren, kann dieses als globales Optimum angesehen werden.
{ Alle lokalen Minima, f

ur die eine Approximationsg

ute erreiht wird, die dem Mefeh-
ler der zu approximierenden Versuhsergebnisse entspriht, sind als gleihberehtigte
optimale L

osungen anzusehen.
4.4 Sensitivit

atsanalyse
Die Aufgabe der Sensitivit

atsanalyse besteht in der Bestimmung von Ableitungen als Ma
f

ur die Empndlihkeit der zu untersuhenden Gr

oen gegen

uber Parameter

anderungen
[28, 29, 43℄. Diese gehen direkt in die zur L

osung des Optimierungsproblems verwendeten
Verfahren ein (s. Abshnitt 4.3).
Die Zielfunktion  kann sowohl explizit als auh implizit

uber den Vektor der bereh-
neten Vergleihswerte y von den Materialparametern p abh

angig sein:
 =  (p;y(p)) (4.46)
so da der Gradient der Zielfunktion aus
d
dp
=

p
+

y
dy
dp
(4.47)
zu bestimmen ist. W

ahrend die partiellen Ableitungen =p und =y der Zielfunktion
im allgemeinen leiht bestimmt werden k

onnen, besteht die eigentlihe Shwierigkeit in der
Berehnung der Ableitungen dy=dp der Vergleihswerte nah den Materialparametern.
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Die berehneten Vergleihswerte stellen im hier betrahteten Identikationsproblem eine
Untermenge des Vektors z der unbekannten Variablen bzw. Zustandsgr

oen des elasto-
plastishen Deformationsgesetzes dar:
z = (; ; )
T
(4.48)
Die Sensitivit

atsanalyse kann sowohl mit analytishen, numerishen oder auh semi-
analytishen Methoden erfolgen [28, 50℄. Da im vorliegenden Fall die Vergleihsgr

oen
wegen der Nihtlinearit

at des Deformationsgesetzes numerish im Ergebnis eines Iterati-
onsprozesses bestimmt werden m

ussen, sheidet die direkte analytishe Berehnung der
ben

otigten Ableitungen von vornherein aus.
Die numerishe Sensitivit

atsanalyse besteht in der n

aherungsweisen Bestimmung des
Gradienten durh Berehnung von Dierenzenquotienten f

ur jeweils einen Parameter p
j
:
d
dp
j

(p
j
+p
j
)  (p
j
)
p
j
(4.49)
F

ur die Bestimmung des Gradienten bez

uglih eines n
p
-dimensionalen Parametervektors
p sind somit n
p
zus

atzlihe Berehnungen des Wertes der Zielfunktion notwendig, was
zu einer starken Vergr

oerung des Rehenaufwandes f

uhrt. Weiterhin bestimmt die geeig-
nete Wahl der Parameter

anderungen p
j
die Genauigkeit des berehneten Gradienten.
Wird eine zu kleine Parameter

anderung gew

ahlt, kann es zum Genauigkeitsverlust durh
Ausl

oshung f

uhrender Ziernstellen kommen. Bei zu groen Parameter

anderungen wird
hingegen ein N

aherungswert ermittelt, der dem mittleren Wert der Ableitung im Intervall
[p
j
; p
j
+p
j
℄ entspriht. Da die Ableitungen

uber J bzw. J
T
J in den Optimierungsalgo-
rithmus eingehen, kann die Anwendung der numerishen Sensitivit

atsanalyse zur Instabi-
lit

at des Optimierungsverfahrens f

uhren.
Eine sehr eÆziente Methode zur Bestimmung des Gradienten dz=dp der Zustands-
gr

oen nah den Materialparametern stellt die Anwendung der impliziten analytishen
Dierentiation dar, wie sie von Mahnken und Stein [51, 52℄, Gelin und Ghouati [32℄ sowie
Bohnsak [16℄ verwendet wurde. Die prinzipielle Vorgehensweise wird im folgenden am
Beispiel des hier untersuhten Identikationsproblems erl

autert.
Das nihtlineare Gleihungssystem G des zeitlih diskretisierten Deformationsgesetzes
(4.4) kann sowohl explizit als auh implizit

uber die Zustandsvektoren z
n 1
(p) und z
n
(p)
zweier aufeinanderfolgender Lastshritte vom Parametervektor p abh

angig sein:
G (z
n
(p); z
n 1
(p); p) = 0 (4.50)
Aus dem totalen Dierential
dG
dp
=
G
p
+
G
z
n
dz
n
dp
+
G
z
n 1
dz
n 1
dp
= 0 (4.51)
ergeben sih die gesuhten Ableitungen dz
n
=dp als L

osungen des linearen Gleihungs-
systems

G
z
n

dz
n
dp
=  

G
p
+
G
z
n 1
dz
n 1
dp

(4.52)
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Hierin bedeuten
{ G=z
n
die Systemmatrix (4.8) des aktuellen Lastshrittes im ausiterierten Zustand,
{ G=p die partielle Ableitung des Gleihungssystems (4.4) nah den Parametern
G
p
=
 

n

2
F
 p
;  
n
q
p
;
F
p
!
T
(4.53)
wobei die hierin enthaltenen materialspezishen partiellen Ableitungen der Flie-
bedingung und der Evolutionsgleihungen zus

atzlih in der Materialbibliothek be-
reitzustellen sind,
{ G=z
n 1
die partielle Ableitung des Gleihungssystems (4.4) nah dem Zustands-
vektor des vorhergehenden Lastshritts
G
z
n 1
=
0
B
B
B

E
 1
0 0
0 I 0
0 0 0
1
C
C
C
A
(4.54)
{ und dz
n 1
=dp die aus dem vorhergehenden Lastshritt bekannten Ableitungen des
Zustandsvektors nah den Parametern.
Mit der Anfangsbedingung
dz
0
dp
= 0 (4.55)
f

ur einen unbelasteten oder rein elastishen Anfangszustand ergeben sih die Ableitungen
dz
n
=dp f

ur den aktuellen Lastshritt aus denen des vorhergehenden Lastshritts durh
L

osung des linearen Gleihungssystems (4.52), wobei f

ur jeden Parameter eine neue rehte
Seite zu bilden ist. Die Systemmatrix G=z
n
liegt aus der Newton-Iteration des zeit-
lih diskretisierten Deformationsgesetzes (4.4) bereits in faktorisierter Form vor, so da
die Berehnung der Ableitungen keinen wesentlihen Mehraufwand bedeutet. Dabei ist es
jedoh notwendig, die Ableitungen des gesamten Zustandsvektors nah den Materialpara-
metern zu berehnen, obwohl f

ur die Optimierung der verwendeten Zielfunktion nur die
Ableitungen der Spannungen ben

otigt werden.
Da die hier vorgestellte Form der Sensitivit

atsanalyse einerseits auf der impliziten ana-
lytishen Dierentiation beruht, andererseits die Systemmatrix von (4.52) Ergebnis eines
numerishen Prozesses ist, kann sie den semianalytishen Methoden zugeordnet werden.
Sie stellt eine interne, in den Integrationsalgorithmus des Deformationsgesetzes eingebet-
tete Sensitivit

atsanalyse dar. Die Ableitungen werden dabei mit derselben Genauigkeit
berehnet wie die Funktionswerte. Die verwendete semianalytishe Sensitivit

atsanalyse
ist damit wesentlih eektiver und genauer als eine numerishe Sensitivit

atsanalyse. Die
Sensitivit

atsanalyse mit Hilfe der impliziten analytishen Dierentiation kann auf die Be-
stimmung der zweiten Ableitungen erweitert werden, s. Mahnken und Stein [52℄ sowie
Mahnken [53℄.
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Parameter Zielfkt.-wert =p d=dp
p  (numerish) (semianalyt.)
479 4388,592 -1,454 -1,839
479,9 4387,249 -1,11 -1,146
479,99 4387,149 -1,1 -1,076
479,999 4387,139 -1 -1,069
480,000 4387,138 -1,068
480,001 4387,137 -1 -1,068
480,01 4387,127 -1,1 -1,061
480,1 4387,035 -1,03 -0,991
481 4386,455 -0,683 -0,298
Tabelle 4.1: Vergleih der Ergebnisse der numerishen und der semi-
analytishen Sensitivit

atsanalyse anhand eines Beispiels
Abshlieend soll in Tabelle 4.1 noh ein Vergleih von Ergebnissen der numerishen und
der semianalytishen Sensitivit

atsanalyse anhand eines w

ahrend einer Optimierungsreh-
nung aufgetretenen Beispiels angegeben werden, wobei zur besseren Lesbarkeit die Ergeb-
nisse an geeigneter Stelle gerundet wurden.
In der zweiten Spalte sind die zu den Parameterwerten der ersten Spalte geh

orenden
Zielfunktionswerte aufgef

uhrt. F

ur den Parameter p = 480 wurde der Zielfunktionswert
 = 4387; 138 und mit der semianalytishen Sensitivit

atsanalyse der Wert der Ableitung
d=dp =  1; 068 berehnet.
Die dritte Spalte enth

alt wiederum f

ur p = 480 die sih bei Anwendung der numeri-
shen Sensitivit

atsanalyse f

ur p = 0; 001; 0; 01; 0; 1 und 1 ergebenden Werte der
Ableitung. Der Eekt der Ausl

oshung geltender Ziernstellen bei zu kleinen Shrittwei-
ten p sowie zunehmender Ungenauigkeit bei zu groen Shrittweiten p ist deutlih zu
erkennen.
In der vierten Spalte sind die zu den Parameterwerten der ersten Spalte geh

orenden,
mit der semianalytishen Methode berehneten Ableitungen aufgef

uhrt, welhe s

amtlih
die gleihe Anzahl geltender Ziernstellen aufweisen. Der Vergleih mit den numerish
bestimmten Ableitungen f

ur gr

oere p zeigt, da diese dem mittleren Anstieg der Ziel-
funktion im Intervall [p; p+p℄ entsprehen.
4.5 Parametersh

atzung
Die in den Abshnitten 4.2 und 4.3 dargestellten

Uberlegungen gehen davon aus, da ein
eindeutiges Minimum der Zielfunktion gefunden wird, und damit der optimale Parame-
tersatz ebenfalls eindeutig xiert ist. Wird hingegen zus

atzlih in Rehnung gestellt, da
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jede Messung naturgem

a mit Mefehlern behaftet ist, ergibt sih die Frage nah der Ver-
trauensw

urdigkeit oder Kondenz der berehneten Parameter in Abh

angigkeit von der
Genauigkeit der betrahteten Messungen. Im Ergebnis einiger bereits durhgef

uhrter Op-
timierungsrehnungen wurde weiterhin beobahtet, da es oenbar Abh

angigkeiten oder
Korrelationen der Parameter untereinander gibt, wenn diese gleihermaen in der Lage
sind, einen beobahteten physikalishen Eekt zu beshreiben.
Die Aufgabenstellung der Parameteridentikation unter Ber

uksihtigung des stoha-
stishen Charakters der Mewerte wird als Parametersh

atzung oder auh Regression be-
zeihnet. Dabei wird das in Gl. (4.9) angegebene Modell y(x;p) einer Vergleihsgr

oe
an Mewerte y^
i
angepat. Falls das Modell linear in den Parametern p ist, handelt es
sih um eine lineare Regression, siehe z. B. bei Brandt [19℄ und Pokropp [62℄. Bei vielen
naturwissenshaftlihen und tehnishen Problemen besteht das Modell aus Dierenti-
algleihungssystemen, deren L

osungen h

aug nihtlinear in den Parametern sind, so da
eine nihtlineare Regressionsaufgabe vorliegt, siehe z. B. bei Bates undWatts [9℄, Bek und
Arnold [10℄, Eykho [30℄ sowie Seber und Wild [67℄. Anwendungen auf das Problem der
Parametersh

atzung f

ur inelastishes Materialverhalten sind in [2℄, [55℄ und [72℄ enthalten.
Im Rahmen der Regressionsanalyse wird im allgemeinen davon ausgegangen, da das
Modell \korrekt" ist und nur relativ kleine Abweihungen zwishen den Mewerten und
den berehneten Werten auftreten [9, 10℄. Weiterhin wird h

aug vorausgesetzt, da die
\kontrollierten" unabh

angigen Variablen x keine Fehler enthalten, und somit das Mo-
dell frei von zuf

alligen Ein

ussen ist. Die Abweihungen der Mewerte von den mit Hilfe
des Modells berehneten Vergleihswerten werden dann als \Fehler" mit entsprehenden
statistishen Eigenshaften interpretiert.
Im folgenden werden die Fehlerquadratminimum-Sh

atzung und die Gau-Markov-
Sh

atzung f

ur lineare Modelle sowie deren Erweiterung auf nihtlineare Modelle beshrie-
ben. Dabei wird auf die bei Bek und Arnold [10℄ angegebenen Ausf

uhrungen Bezug ge-
nommen.
a) Fehlerquadratminimum-Sh

atzung f

ur ein in den Parametern lineares Modell:
Unter den Voraussetzungen
- die Fehler 
i
sind additiv, d. h., der Mewert stellt die Summe
aus berehnetem Wert und Fehler dar: y^
i
= y
i
+ 
i
,
- die Fehler 
i
haben den Erwartungswert Null, d. h., es liegt kein
systematisher Fehler vor,
- die Fehler 
i
haben die gleihe unbekannte Varianz 
2
,
- die Fehler 
i
sind untereinander niht korreliert,
- die unabh

angigen Variablen x sind fehlerfrei und
- die Parameter p sind konstant,
ist
p

=

X
T
X

 1
X
T
y^ (4.56)
eine unverzerrte, d. h. erwartungstreue Sh

atzung des Parametervektors p. Die Ko-
varianzmatrix lautet dann
P = ov(p

) = 
2

X
T
X

 1
(4.57)
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wobei als Sh

atzwert f

ur die Varianz 
2
der Fehler
s
2
=
(y   y^)
T
(y   y^)
n  n
p
(4.58)
verwendet werden kann. Dabei stellenX die Matrix der Funktionswerte der Ansatz-
funktionen gem

a (4.33), n die Anzahl der Mewerte und n
p
die Anzahl der freien
Parameter dar.
Die Fehlerquadratminimum-Sh

atzung ist anzuwenden, wenn die Varianz der Fehler un-
bekannt ist, jedoh vorausgesetzt werden kann, da diese f

ur jeden Mewert die gleihe
Gr

oe besitzt.
Die bereits im Abshnitt 4.3 aufgef

uhrte L

osung (4.36) des linearen Fehlerquadrat-
mittel-Problems stellt gem

a (4.56) zus

atzlih eine erwartungstreue Sh

atzung des Para-
metervektors dar. Zu beahten ist, da f

ur die Herleitung der Beziehungen (4.56) - (4.58)
keine Voraussetzungen

uber die Art der Verteilung der Fehler notwendig sind [10℄. Wer-
den die Fehler als normalverteilt angenommen, ist die Fehlerquadratminimum-Sh

atzung
gleihzeitig eine Maximum-Likelihood-Sh

atzung, und es lassen sih Kondenzbereihe zu
vorgegebenen Wahrsheinlihkeiten berehnen [10, 19℄.
Die Kovarianzmatrix P besteht aus dem Anteil (X
T
X)
 1
, durh den die Form des
Kondenzbereihs festgelegt wird, sowie der multiplikativen Konstanten 
2
, welhe die
Gr

oe des Kondenzbereihs steuert. Der Kondenzbereih stellt ein Ellipsoid im n
p
-
dimensionalen Parameterraum dar, wobei L

ange und Rihtung der Halbahsen des Ellip-
soids den Eigenwerten bzw. Eigenvektoren der Kovarianzmatrix entsprehen, vgl. z. B.
Brandt [19℄. Alle auf der Ober

ahe des Ellipsoids bendlihen Parametervektoren reali-
sieren f

ur lineare Modelle den gleihen Zielfunktionswert.
b) Gau-Markov-Sh

atzung f

ur ein in den Parametern lineares Modell:
Unter den Voraussetzungen
- die Fehler sind additiv: y^
i
= y
i
+ 
i
,
- die Fehler 
i
haben den Erwartungswert Null,
- die Kovarianzmatrix 	 der Fehler 
i
ist bis auf eine
multiplikative Konstante 
2
bekannt: 	 = 
2

,
- die unabh

angigen Variablen x sind fehlerfrei und
- die Parameter p sind konstant,
ist
p

=

X
T


 1
X

 1
X
T


 1
y^ (4.59)
eine erwartungstreue Sh

atzung des Parametervektors p. Die Kovarianzmatrix lautet
dann
P = ov(p

) = 
2

X
T


 1
X

 1
(4.60)
wobei als Sh

atzwert f

ur die Varianz 
2
der Fehler
s
2
=
(y   y^)
T


 1
(y   y^)
n  n
p
(4.61)
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verwendet werden kann. Wird zus

atzlih vorausgesetzt, da die Fehler normalverteilt
sind, ist die Sh

atzung gem

a Gl. (4.59) eine Maximum-Likelihood-Sh

atzung.
Die Gau-Markov-Sh

atzung kann dann angewendet werden, wenn zur Bestimmung der
Materialparameter Versuhe mit untershiedliher Megenauigkeit oder untershiedlihe
Vergleihsgr

oen herangezogen werden sollen. Wird weiterhin von unkorrelierten Messun-
gen ausgegangen, nimmt die Matrix 
 Diagonalform an.
Die gleihzeitige Auswertung zweier Versuhe, wobei die Varianzen der Fehler z. B.
aus der Fehlerquadratminimum-Sh

atzung der einzelnen Versuhe bekannt sind, stellt
die einfahste Anwendung der Gau-Markov-Sh

atzung dar. Der Parametersh

atzer nah
Gl. (4.59) besteht dann aus einer mit dem Kehrwert der Varianzen gewihteten Fehlerqua-
dratsumme, so da Mewerte mit gr

oerer Streuung nur mit einem kleineren Gewiht, sol-
he mit kleinerer Streuung mit einem gr

oeren Gewiht ber

uksihtigt werden. Die Gau-
Markov-Sh

atzung hat den zus

atzlihen Vorteil, da die untersuhten Vergleihswerte auf
dimensionslose Gr

oen normiert werden k

onnen, so da die gleihzeitige Ber

uksihtigung
von Mewerten untershiedliher physikalisher Dimension (z. B. Vershiebungen, Span-
nungen, Kr

afte, Momente) bei der Parameterbestimmung m

oglih ist.
) Fehlerquadratminimum-Sh

atzung f

ur ein in den Parametern nihtlineares Modell:
Hier ist zun

ahst mit einem der im Abshnitt 4.3 aufgef

uhrten numerishen Verfahren
der optimale Parametersatz p

f

ur das nihtlineare Fehlerquadratminimum-Problem
(p) = (y(p)   y^)
T
(y(p)   y^) ! min (4.62)
zu bestimmen. Gelten die unter a) aufgef

uhrten Voraussetzungen, kann die Kovari-
anzmatrix aus dem linearisierten Modell im L

osungspunkt
y(p) = y(p

) + J(p

) (p  p

) (4.63)
n

aherungsweise zu
P = ov(p

)  
2

J
T
(p

)J(p

)

 1
(4.64)
bestimmt werden, wobei als Sh

atzwert f

ur die Varianz 
2
wiederum
s
2

(y   y^)
T
(y   y^)
n  n
p
(4.65)
verwendet werden kann.
Die Kovarianzmatrix (4.64) f

ur das nihtlineare Modell gilt streng genommen nur f

ur
dessen linearisierte N

aherung (4.63) und hat denselben Aufbau wie die Kovarianzmatrix
(4.57) bei Zugrundelegung eines linearen Modells. W

ahrend X beim linearen Modell un-
abh

angig von p ist, mu dagegen f

ur nihtlineare Modelle der Jaobian J nah Gl. (4.25)
an der Stelle des optimalen Parametervektors p

berehnet werden.
3
Damit beshreibt
3
Bek undArnold [10℄ verwenden sowohl f

ur lineare als auh nihtlineare Modelle die gleihe Bezeihnung
Sensitivit

atsmatrix X
PARAMETERSCH

ATZUNG 45
J
T
J eine lokale Eigenshaft der Zielfunktion, n

amlih gerade die Gau-Newton-N

aherung
des Hessians im L

osungspunkt p

. Die mit Hilfe von (4.64) bestimmten Kondenzbereihe
sind wiederum Ellipsoide. F

ur Parametervektoren auf der Ober

ahe des Ellipsoids erge-
ben sih aber nunmehr untershiedlihe Funktionswerte der nihtlinearen Fehlerquadrat-
Funktion. Auerdem ist es niht mehr m

oglih, den Kondenzbereihen eine bestimmte
Wahrsheinlihkeit zuzuordnen.
Analog zum Vorgehen bei der Fehlerquadratminimum-Sh

atzung kann auh die Gau-
Markov-Sh

atzung auf in den Parametern nihtlineare Modelle

ubertragen werden.
d) Gau-Markov-Sh

atzung f

ur ein in den Parametern nihtlineares Modell:
Die optimale L

osung p

ist iterativ aus der Zielfunktion
(p) = (y(p)   y^)
T


 1
(y(p)   y^) ! min (4.66)
zu ermitteln. Gelten die unter b) angegebenen Voraussetzungen, k

onnen die Kova-
rianzmatrix n

aherungsweise aus dem linearisierten Modell (4.63) zu
P = ov(p

)  
2

J
T
(p

)

 1
J(p

)

 1
(4.67)
und der N

aherungswert s
2
der Varianz wiederum aus (4.61) berehnet werden.
Die jeweiligen Kovarianzmatrizen P enthalten die gesuhten Aussagen

uber die Kon-
denzbereihe der Parameter und die KorrelationskoeÆzienten der Parameter untereinan-
der. Hierbei ist zu beahten, da die im folgenden beshriebenen Aussagen f

ur nihtlineare
Modelle nur N

aherungen darstellen.
Die Diagonalelemente P
(jj)
4
der Kovarianzmatrix P = fP
jk
g stellen Sh

atzwerte f

ur
die Varianzen der entsprehenden Parameter dar:

2
(p
j
)  P
(jj)
(4.68)
Damit k

onnen Kondenzintervalle der Parameter zu
konf(p
j
) =
h
p

j
 
q
P
(jj)
; p

j
+
q
P
(jj)
i
(4.69)
deniert werden. Der durh die Kondenzintervalle (4.69) denierte Quader im Parame-
terraum h

ullt das Kondenzellipsoid ein.
Weiterhin kann die Korrelationsmatrix R = fR
jk
g

uber die Bildungsvorshrift
R
jk
=
P
jk
q
P
(jj)
P
(kk)
(4.70)
berehnet werden. F

ur die Hauptdiagonalelemente gilt R
(jj)
= 1 und die Nebendiago-
nalelemente, welhe die Korrelation der Parameter untereinander beshreiben, erf

ullen die
Ungleihung  1  R
jk
 +1. Falls bestimmte R
jk
Werte nahe bei +1 annehmen, liegt
4
Um Miverst

andnisse zu vermeiden, wird von der in der Tensorrehnung

ublihen Notation Gebrauh
gemaht.
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Bild 4.3: Kondenzellipse f

ur R
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=  0;8
p

1
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
2
= 0; 
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= 2; 
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= 3
Bild 4.4: Kondenzellipse f

ur R
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positive Korrelation vor, d. h. mit noh geeignet zu bestimmenden Konstanten k
1
und k
2
gilt
p
j
 k
1
p
k
+ k
2
mit k
1
> 0 (4.71)
F

ur Werte von R
jk
nahe bei  1 dagegen liegt negative Korrelation vor, d. h.
p
j
 k
1
p
k
+ k
2
mit k
1
< 0 (4.72)
Beispiele f

ur Kondenzellipsen in Abh

angigkeit von zwei Parametern p
1
und p
2
sind in
den Bildern 4.1 bis 4.4 dargestellt. Um diese einfaher vergleihen zu k

onnen, wurden in
allen vier Bildern dieselben Werte der optimalen Parameter p

1
= p

2
= 0 und der Varianzen

1
= 2 bzw. 
2
= 3 gew

ahlt.
Die Kovarianzellipsen liegen immer innerhalb des durh die Kondenzintervalle (4.69)
denierten Rehteks und ber

uhren dieses in vier Punkten. F

ur R
12
= 0 ergibt sih eine
Ellipse, deren Hauptahsen in Rihtung der Parameterahsen verlaufen. Gilt zus

atzlih

1
= 
2
, ergibt sih ein Kreis. Je gr

oer der Betrag von R
12
ist, desto shlanker wird
die Kovarianzellipse, deren Hauptahsen sih gleihzeitig in Rihtung der Diagonalen des
einh

ullenden Rehteks drehen. F

ur R
12
= 1 entartet die Kovarianzellipse zu einer Ge-
raden in Rihtung einer der beiden Diagonalen dieses Rehteks.
4.6 Multikriterielle Zielfunktionen
Im Gegensatz zu Aufgabenstellungen, in denen nur ein einziges Kriterium zur Bestim-
mung der Modellparameter herangezogen wird, f

uhrt die Ber

uksihtigung mehrerer un-
tershiedliher Optimierungsziele auf ein multikriterielles Optimierungsproblem [29, 64℄.
Die Bezeihnungen Mehrzieloptimierung und Vektoroptimierung sind alternativ gebr

auh-
lih.
Bei Betrahtung mehrerer untershiedliher Zielfunktionen existiert im allgemeinen
kein L

osungsvektor, der alle Zielfunktionen gleihzeitig minimiert. Die Verbesserung des
Wertes einer der Zielfunktionen ist daher mit der Vershlehterung einer oder mehrerer an-
derer Zielfunktionswerte verbunden. Um trotzdem eine einheitlihe optimale L

osung zu er-
halten, ist die Konstruktion einer skalarwertigen multikriteriellen Zielfunktion notwendig.
Hierbei ist zu ber

uksihtigen, da f

ur untershiedlihe Teilzielfunktionen im allgemeinen
vershiedene Werte der Anpassungsg

ute zu verzeihnen sind.
Eine naheliegende Methode der Konstruktion einer multikriteriellen Zielfunktion be-
steht darin, eine Linearkombination der Teilzielfunktionen
~
(p) =
k
X
i=1
w
i

i
(p) (4.73)
zu bilden, wobei die w
i
 0 noh geeignet zu w

ahlende Gewihtsfaktoren darstellen [29, 64℄.
Im allgemeinen steht f

ur jeden Versuh eine untershiedlihe Anzahl von Me- bzw.
Vergleihswerten zur Verf

ugung. Soll jeder Versuh den gleihen Einu auf das Opti-
mierungsergebnis besitzen, ist die entsprehende Teilzielfunktion durh die Anzahl der
Vergleihswerte zu teilen:
w
i
=
1
n
i
)
~
(p) =
k
X
i=1
1
n
i

i
(p) (4.74)
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Wenn ein Versuh unter gleihen Bedingungen mehrfah ausgef

uhrt wird, so da von der
gleihen Varianz der Mefehler ausgegangen werden kann, k

onnen alle Wihtungsfaktoren
Eins gesetzt werden:
w
i
= 1 )
~
(p) =
k
X
i=1

i
(p) (4.75)
W

urde ein solhes Kriterium jedoh auf Teilzielfunktionen mit untershiedliher Anpas-
sungsg

ute angewendet werden, ist damit zu rehnen, da die Approximationsfehler der
Versuhe mit shlehterer Anpassungsg

ute auf die Versuhe mit besserer Anpassungsg

ute

ubertragen werden. Um diesem Eekt vorzubeugen, ist es besser, Teilzielfunktionen mit
shlehterer Approximationsg

ute einen geringeren Wihtungsfaktor zuzuordnen als Teil-
zielfunktionenmit besserer Approximationsg

ute. Als Wihtungsfaktoren k

onnen dann z. B.
die reziproken Sh

atzwerte der beobahteten Standardabweihung
w
i
=
1
s
i
)
~
(p) =
k
X
i=1
1
s
i

i
(p) (4.76)
bzw. die reziproken Sh

atzwerte der Varianz f

ur die jeweilige Teilzielfunktion
w
i
=
1
s
2
i
)
~
(p) =
k
X
i=1
1
s
2
i

i
(p) (4.77)
verwendet werden. Die zuletzt beshriebene multikriterielle Zielfunktion entspriht der
Gau-Markov-Sh

atzung, vgl. Gl. (4.66).
Eine weitere allgemeine Methode der Mehrzieloptimierung besteht darin, zuerst die zu
den Teilzielfunktionen 
i
geh

orenden teiloptimalen L

osungen p
?
i
zu ermitteln und danah
die relativen Abweihungen der Funktionswerte der Teilzielfunktionen bei multikriterieller
Optimierung gegen

uber den teiloptimalen Zielfunktionswerten zu minimieren, s. Rao [64℄.
Dies kann entweder f

ur die Summe der relativen Abweihungen
~
(p) =
k
X
i=1

i
(p)  
i
(p
?
i
)

i
(p
?
i
)
(4.78)
oder aber f

ur deren Quadratsumme
~
(p) =
k
X
i=1
"

i
(p)  
i
(p
?
i
)

i
(p
?
i
)
#
2
(4.79)
erfolgen.
Andere in der Literatur [29, 64℄ beshriebene M

oglihkeiten zur Konstruktion einer
multikriteriellen Zielfunktion ershienen f

ur das vorliegende Identikationsproblem niht
zwekm

aig. Da weiterhin die Auswahl der geeigneten Zielfunktion problemabh

angig ist
und somit dem Anwender

uberlassen bleibt, werden im Abshnitt 5.5 die Zielfunktionen
(4.74) bis (4.79) getestet.
Kapitel 5
Ergebnisse der
Parameteridentikation
5.1 Anfangs-Flieortkurve
Eine wihtige Teilaufgabe bei der Beshreibung des Deformationsgesetzes besteht in der
Bestimmung der Anfangs-Flieortkurve. Diese kennzeihnet f

ur ein bis dahin lediglih
elastish beanspruhtes Material die Gesamtheit aller Spannungszust

ande an der Elasti-
zit

atsgrenze. Gleihzeitig deniert diese Flieortkurve die Anfangswerte der Spannungen
und inneren Variablen f

ur die Integration des plastishen Teildeformationsgesetzes bei der
Erstbelastung.
Bei der Auswahl der zu verwendenden Fliebedingung ist zu beahten, da einerseits
das experimentell untersuhte Walzbleh orthotropes plastishes Materialverhalten auf-
weist, andererseits die Mewerte der Fliespannungen sowie der Rihtungen der plasti-
shen Deformationsgeshwindigkeit nur f

ur einahsige Spannungszust

ande in bzw. quer
zur Walzrihtung in der Blehebene vorliegen, s. Bild 5.1.
Somit ershien es zwekm

aig, eine quadratishe Fliebedingung zu verwenden, w

ah-
rend die Ber

uksihtigung von Ausdr

uken h

oherer Ordnung wegen der geringen Daten-
basis von vornherein ausshied.
Bei quadratishen Fliebedingungen stellt der Fliek

orper im Spannungsraum ein Hy-
perellipsoid dar. Die Fliebedingung (2.12)
3
2
(s
ij
  
ij
) (s
ij
  
ij
)   
2
F
= 0
erlaubt die Ber

uksihtigung der kinematishen Verfestigung, welhe eine Vershiebung
des Mittelpunktes des Fliek

orpers bewirkt. Die Fliebedingung nah Baltov und Sawzuk
(2.6)
(s
ij
  
ij
)N
ijkl
(s
kl
  
kl
)   
2
F
= 0
gestattet zus

atzlih die Ber

uksihtigung formativer Verfestigung, welhe sih in Strekun-
gen bzw. Stauhungen sowie Drehungen des Fliek

orpers

auert.
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Bild 5.1: Mewerte der Fliespannungen und der Rihtungen
der plastishen Deformationsgeshwindigkeit, nah [18℄
Da die vorliegenden Mewerte der Fliespannungen jeweils auf der Drukseite dem Be-
trage nah gr

oer sind als auf der Zugseite, ist von einer kinematishen Vershiebung
des Fliek

orpers bereits im Ausgangszustand auszugehen. Ob zus

atzlih auh Strekun-
gen bzw. Drehungen vorliegen, kann nur anhand der Ergebnisse der Approximation der
Anfangs-Flieortkurve beurteilt werden.
Die mittels einer quadratishen Fliebedingung nah Gl. (2.12) bzw. (2.6) entstehenden
Flieellipsen im ebenen Hauptspannungsraum lassen sih als Kurven zweiter Ordnung
darstellen, deren allgemeine Form
F (
11
; 
22
) = A
2
11
+B 
11

22
+ C 
2
22
+D
11
+E 
22
+ F = 0 (5.1)
lautet [20℄. Hierin bezeihnen die Konstanten A; : : : ; F noh zu bestimmende Parameter
der Anfangs-Flieortkurve, aus denen die Anfangswerte der inneren Variablen des plasti-
shen Teildeformationsgesetzes berehnet werden k

onnen.
Falls die Konstanten A; : : : ; F bekannt sind, k

onnen mit Hilfe einer Koordinatentrans-
formation (siehe [20℄) die f

unf geometrishen Bestimmungsst

uke der Flieellipse
{ Koordinaten 
M
11
und 
M
22
des Mittelpunktes,
{ L

ange der Halbahsen a und b sowie
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{ Winkel  zwishen groer Halbahse und 
11
-Ahse
berehnet werden, so da eine grashe Darstellung der Flieellipse mit Hilfe der Parame-
terdarstellung

11
= 
M
11
+ a os  os'  b sin sin'

22
= 
M
22
+ a sin os'+ b os  sin'
mit ' 2 [0; 2℄
(5.2)
m

oglih ist.
Wegen der Homogenit

at von Gleihung (5.1) kann eine der Konstanten frei gew

ahlt
werden, z. B. B =  1. Zus

atzlih wird das Vorzeihen von F negativ gesetzt, so da
(5.1) die Form
F (
11
; 
22
) = A
2
11
  
11

22
+ C 
2
22
+D
11
+E 
22
  F = 0 (5.3)
annimmt.
Das Ziel der folgenden Berehnungen besteht nunmehr darin, eine Anfangs-Flieort-
kurve, welhe die Mewerte nah Bild 5.1 m

oglihst gut approximiert, zu konstruieren.
Wird der Abstand zwishen den gemessenen und den berehneten Fliespannungen

uber
Spannungsdierenzen ausgedr

ukt, entsteht ein in den Parametern A; : : : ; F nihtlineares
Approximationsproblem. Andererseits treten diese Parameter in der Fliebedingung als
multiplikative Konstanten und somit linear auf. Daher ergibt die Forderung, da die Werte
der Fliefunktion f

ur die gemessenen Flieorte
^

i
im Sinne der Fehlerquadratminimierung
nahe Null liegen sollen

(1)
=
1
2
X
i
[F (
^

i
)℄
2
! min (5.4)
ein lineares Approximationsproblem zur Bestimmung der Parameter A;C;D;E und F der
Anfangs-Flieortkurve.
Aus der Optimalit

atsbedingung (4.21) f

ur 
(1)
folgt als Normalgleihungssystem ent-
sprehend (4.35)
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22
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2
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 
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2
22
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11
℄  [^
22
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0
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B

A
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D
E
F
1
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A
=
0
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B


^
3
11
^
22


^
11
^
3
22


^
2
11
^
22


^
11
^
2
22

  [^
11
^
22
℄
1
C
C
C
C
C
C
C
C
C
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(5.5)
wobei [ t ℄ die Gaushe Summe [ t ℄ =
X
i
t
i
, d. h. die Summe des in den ekigen Klammern
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enthaltenen Terms f

ur alle Mewerte, bedeutet.
Solange nur Mewerte f

ur die Zug- und Drukiespannungen in Rihtung der Or-
thotropieahsen x
1
und x
2
in der Blehebene bekannt sind, besitzt die Matrix von (5.5)
den Rang 4 und das Gleihungssystem ist unterbestimmt.
1
Um diesem Mangel abzuhel-
fen, wurde die Einbeziehung der Rihtungen der plastishen Defomationsgeshwindigkeit,
welhe den Normalenrihtungen an die Flie

ahe entsprehen, in den Algorithmus zur
Approximation der Anfangs-Flieortkurve vorgesehen. Die Forderung, da die approxi-
mierten und die gemessenen Normaleneinheitsvektoren n bzw.
^
n im Sinne der Fehlerqua-
dratminimierung f

ur die L
2
-Norm m

oglihst gut

ubereinstimmen, f

uhrt auf

(2)
=
1
2
X
i
k n(
^

i
)  
^
n
i
k
2
2
=
1
2
X
i
h
(n
1
(
^

i
)  n^
i
1
)
2
+ (n
2
(
^

i
)  n^
i
2
)
2
i
! min
(5.6)
welhes ebenfalls ein lineares Approximationsproblem darstellt. Die L

ange des Dierenz-
vektors der Normaleneinheitsvektoren n  
^
n entspriht f

ur kleine Abweihungen n

ahe-
rungsweise der Bogenl

ange am Einheitskreis, so da durh Gl. (5.6) die Winkeldierenzen
zwishen den gemessenen und berehneten Rihtungen der plastishen Deformationsge-
shwindigkeit minimiert werden.
Aus der Optimalit

atsforderung f

ur 
(2)
folgt als Normalgleihungssystem

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
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(5.7)
mit

X
T
X

=
=
0
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B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B

4

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2
11
n^
2
2

 4 [^
11
^
22
n^
1
n^
2
℄ 2

^
11
n^
2
2

 2 [^
11
n^
1
n^
2
℄ [ 0 ℄
 4 [^
11
^
22
n^
1
n^
2
℄ 4

^
2
22
n^
2
1

 2 [^
22
n^
1
n^
2
℄ 2

^
22
n^
2
1

[ 0 ℄
2

^
11
n^
2
2

 2 [^
22
n^
1
n^
2
℄

n^
2
2

  [n^
1
n^
2
℄ [ 0 ℄
 2 [^
11
n^
1
n^
2
℄ 2

^
22
n^
2
1

  [n^
1
n^
2
℄

n^
2
1

[ 0 ℄
[ 0 ℄ [ 0 ℄ [ 0 ℄ [ 0 ℄ [ 0 ℄
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(5.8)
Da in (X
T
X) die jeweils f

unfte Spalte und Zeile Null sind, k

onnen aus (5.7), (5.8) nur
die vier Konstanten A;C;D und E bestimmt werden. Erst die Kombination der beiden
Zielfunktionen nah Gl. (5.4) und (5.6) zu einer multikriteriellen Zielfunktion
1
Dies gilt auh bei wiederholten Experimenten.
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 = 
1

(1)
+ 
2

(2)
! min (5.9)
erlaubt die Bestimmung aller f

unf Parameter der Anfangs-Flieortkurve, wobei wiederum
ein lineares Approximationsproblem erhalten wird. Um f

ur 
(1)
und 
(2)
direkt vergleih-
bare dimensionslose Werte zu erhalten, wurden die Spannungen mittels Division durh
eine harakteristishe Spannung, welhe gleih dem geometrishen Mittel der gemessenen
Fliespannungen gew

ahlt wurde, normiert.
Da alle verwendeten Mewerte zweifah vorliegen, ist es m

oglih, Sh

atzwerte f

ur
die Varianzen der Fliespannungen und der Rihtungen der plastishen Deformations-
geshwindigkeiten anzugeben. Eine befriedigende Approximation der Mewerte wurde bei
der Wahl von
 =
1
s
2
()

(1)
+
1
s
2
(n)

(2)
(5.10)
erhalten.
Aus den auf diese Weise berehneten Parametern A;C;D;E und F der Anfangs-Flie-
ortkurve lassen sih die Anfangswerte der Koordinaten N
1111
; N
1122
und N
2222
des vier-
stugen Distorsionstensors N , der kinematishen R

ukspannungen 
11
und 
22
sowie der
Fliespannung 
F
ermitteln.
Bei Anwendung der Fliebedingung nah Baltov und Sawzuk (2.6) ergibt sih unter
Ber

uksihtigung der Symmetrie- und Inkompressibilit

atsbedingungen (2.7) - (2.10) das
nihtlineare Gleihungssystem
A = N
1111
0
B = 2N
1122
0
C = N
2222
0
D = N
1111
0
( 4
11
0
  2
22
0
) +N
1122
0
( 2
11
0
  4
22
0
) (5.11)
E = N
1122
0
( 4
11
0
  2
22
0
) +N
2222
0
( 2
11
0
  4
22
0
)
F = 
2
F
0
 N
1111
0

4
2
11
0
+ 4
11
0

22
0
+ 
2
22
0

 
 N
1122
0

4
2
11
0
+ 10
11
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
welhes auf Grund seiner speziellen Struktur in drei lineare Untersysteme zerf

allt. Die
Anfangswerte der inneren Variablen k

onnen unter Beahtung von B =  1 mittels
N
1111
0
= A
N
1122
0
=  0; 5
N
2222
0
= C

11
0
=
D(1  4C) + 2E(A  1)
12AC   3
(5.12)
54 ERGEBNISSE

22
0
=
E(1   4A) + 2D(C   1)
12AC   3

2
F
0
= F + (4A+ C   2) 
2
11
0
+ (4A+ 4C   5) 
11
0

22
0
+ (A+ 4C   2) 
2
22
0
berehnet werden.
Bei Verwendung der Fliebedingung nah Gl. (2.12) gelten A = N
1111
0
= 1 und
C = N
2222
0
= 1, so da nur noh die Konstanten D;E und F zu bestimmen sind. Das
Gleihungssystem (5.5) reduziert sih damit auf
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und von Gl. (5.7), (5.8) verbleibt
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(5.14)
F

ur die vorhandenen Mewerte ist das Gleihungssystem (5.13) regul

ar, w

ahrend aus
Gl. (5.14) nur die Konstanten D und E berehnet werden k

onnen. Die Verwendung der
multikriteriellen Zielfunktion nah Gl. (5.10) f

uhrt wiederum auf ein regul

ares Gleihungs-
system f

ur die drei verbliebenen Parameter D;E und F .
Die Anfangswerte der R

ukspannungen und der Anfangsiespannung k

onnen dann
aus

11
0
=  
1
3
D

22
0
=  
1
3
E (5.15)

2
F
0
= F + 3


2
11
0
+ 
11
0

22
0
+ 
2
22
0

bestimmt werden.
Die Ergebnisse der f

ur die beiden vorgestellten Varianten erfolgten Berehnung sind in
Tabelle 5.1 zusammengestellt. Bild 5.2 enth

alt die grashe Darstellung der zugeh

origen
Anfangs-Flieortkurven.
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Fliebedingung N
ijkl
0

ij
0

F
0
nah Gl. (2.12) N
1111
0
= 1 (fest) 
11
0
= -8,3 MPa 
F
0
= 218,3 MPa
N
1122
0
= -0,5 (fest) 
22
0
= -3,2 MPa
N
2222
0
= 1 (fest)
nah Gl. (2.6) N
1111
0
= 1,100 
11
0
= -7,9 MPa 
F
0
= 226,4 MPa
N
1122
0
= -0,5 (fest) 
22
0
= -2,9 MPa
N
2222
0
= 1,055
Tabelle 5.1: Anfangswerte der Koordinaten des Distorsionstensors,
der R

ukspannungen und der Fliespannung
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Bild 5.2: Approximierte Anfangs-Flieortkurven
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Die approximierten Flieellipsen f

ur die Fliebedingungen nah Gl. (2.12) und Gl. (2.6)
weisen nahezu gleihe Anfangswerte der R

ukspannungen sowie relativ geringe Abweihun-
gen bez

uglih der Halbahsenverh

altnisse und des Neigungswinkels auf.
F

ur die Parameteridentikation aus den Meergebnissen des Biegeversuhs an der ge-
kerbten Probe und der Zugversuhe (s. Abshnitte 5.3 - 5.5) hat sih die Verwendung der
Fliebedingung nah Gl. (2.12) als ausreihend erwiesen. Dagegen f

uhrte die Approxima-
tion der Spannungs-Dehnungs-Kurven aus dem Biegeversuh an geraden Biegeproben f

ur
beide Varianten auf unbefriedigende Ergebnisse, s. Abshnitt 5.6.
5.2 Synthetishe Mewerte
In einem fr

uhen Bearbeitungsstadium wurden die Algorithmen zur Integration des De-
formationsgesetzes sowie zur Parameteridentikation mit Hilfe \synthetisher Mewerte",
d. h. unter Vorgabe der Anfangs- und Randbedingungen sowie eines bestimmten Material-
modells berehneter Werte, getestet.
Dazu wurde mit Hilfe des FEM-Programms \PMEP" [56℄ der Biegeversuh an der ge-
kerbten Biegeprobe simuliert. Das Materialmodell bestand aus der Fliebedingung (2.12),
isotroper Verfestigung entsprehend dem Potenzansatz sowie kinematisher Verfestigung
nah Prager. Die elastishen Konstanten und die Anfangswerte der Fliespannung so-
wie der R

ukspannungen wurden entsprehend den bis dahin ermittelten experimentellen
Befunden gew

ahlt und als bekannt vorausgesetzt. F

ur einen der experimentell untersuh-
ten Belastungsgeshihte

ahnlihen Lastpfad wurden die Verzerrungen im Ligament sowie
die f

ur die Parameteridentikation realer Mewerte vorgesehenen Vergleihswerte (bezo-
genes Biegemoment 
M
, bezogene L

angskraft 
N
, Spannungen 
K
in den Kerbgr

unden)
lastshrittweise berehnet [35℄. Anshlieend wurde mit dem eigenen Programm \parid"
versuht, die in der FEM-Simulation verwendeten Verfestigungsparameter zu identizie-
ren.
Einige Ergebnisse der Optimierungsrehnung bei Einbeziehung untershiedliher Merk-
male in die Zielfunktion sind in Tabelle 5.2 zusammenfassend dargestellt. Die drei ersten
Zeilen enthalten die mit Hilfe des eigenen Programms identizierten Parameter einshlie-
lih der mittleren quadratishen Abweihung der jeweiligen Vergleihswerte aus \PMEP"
und \parid". In der vierten Zeile sind die Verfestigungsparameter der FEM-Simulation auf-
gef

uhrt, w

ahrend in der letzten Zeile der Wert der mittleren quadratishen Abweihung
f

ur eine \parid"-Vorw

artsrehnung mit den exakten Parametern angegeben ist.
Die Parameter der isotropen Verfestigung a
1
und a
3
werden in den drei angegebe-
nen Optimierungsrehnungen reht genau wiedergefunden, weniger gut jedoh die Prager-
Konstante b
1
. Die mittlere quadratishe Abweihung s zwishen den synthetishen Me-
werten und den zu den identizierten Parametern geh

orenden Vergleihswerten besitzt in
allen drei F

allen nahezu den gleihen Wert von etwa 1 MPa, welher sogar kleiner als
der Wert beim Vergleih der beiden Vorw

artsrehnungen ist. Daher sind die Abweihun-
gen in den Parametern haupts

ahlih durh den Diskretisierungsfehler beider Programme
bestimmt, und die angegebenen Parameters

atze sind im Sinne des jeweils verwendeten
Vergleihskriteriums als gleihwertig anzusehen.
Weiterhin kann geshlufolgert werden, da die Parameter niht als eindeutig xier-
te Gr

oen identiziert werden k

onnen, sondern lediglih als Vertrauens- oder Kondenz-
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Zielfunktion enth

alt a
1
a
3
b
1
s
MPa MPa MPa

M
, 
N
608 0,252 684 1,073

M
, 
N
, 
K
(nur Zug f

ur Belastung) 595 0,246 787 1,042

M
, 
N
, 
K
(Zug und Druk f

ur Belastung) 609 0,252 745 1,046
Vorw

artsrehnung \PMEP" 600 0,250 750 {
Vorw

artsrehnung \parid" f

ur 
M
und 
N
600 0,250 750 1,151
Tabelle 5.2: Parameteridentikation aus synthetishen Mewerten,
gekerbte Biegeprobe, Potenzansatz
bereihe innerhalb des betrahteten Parameterraumes, f

ur die die Zielfunktion Werte nahe
dem Optimalwert annimmt. Weiterhin ist zu beobahten, da die Werte der Parameter
niht unabh

angig voneinander ge

andert werden k

onnen. So zieht eine Verringerung von a
1
eine Vergr

oerung von b
1
nah sih, so da von Korrelationen zwishen den Parametern
auszugehen ist.
In der weiteren Bearbeitung der Aufgabenstellung wurde daher zielgerihtet nah
M

oglihkeiten zur n

aherungsweisen Beshreibung der Kondenzbereihe der Parameter
und der Korrelationen der Parameter untereinander gesuht. Die theoretishen Grundla-
gen dazu wurden bereits im Abshnitt 4.5 dargestellt.
Bild 5.3 enth

alt die synthetishen Mewerte und die f

ur die optimalen Parameter be-
rehneten Vergleihswerte des bezogenen Biegemomentes und der bezogenen L

angskraft,
wobei aufgrund der sehr kleinen mittleren quadratishen Abweihung visuell kein Unter-
shied feststellbar ist.
Die Verl

aufe des bezogenen Biegemomentes 
M
und der bezogenen Normalkraft 
N
stimmen f

ur die vier angegebenen Parameters

atze

uberein, w

ahrend bez

uglih der aus den
einahsigen Spannungs-Dehnungs-Kurven entnommenen Kerbspannungen nur dann eine
gute Approximation erhalten wird, wenn diese in die Zielfunktion einbezogen werden.
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Bild 5.3: Synthetishe Mewerte und zu optimalen Parametern geh

o-
rende berehnete Vergleihswerte des bezogenen Biegemo-
mentes 
M
und der bezogenen L

angskraft 
N
5.3 Biegeversuh an der gekerbten Biegeprobe
Als Ergebnis der Auswertung des Biegeversuhs an der gekerbten Biegeprobe stehen die
Verzerrungskoordinaten "
11
und "
22
in 45 Punkten entlang des Ligaments f

ur 14 Last-
shritte zur Verf

ugung. Die mit Hilfe der punktweisen Integration des Deformationsgeset-
zes berehneten Spannungen werden anshlieend durh numerishe Integration

uber den
Quershnitt zu den Shnittgr

oen Biegemoment und L

angskraft zusammengefat und in
die zugeh

origen bezogenen Shnittgr

oen nah Gl. (4.18) und (4.19) umgerehnet. Das
bezogene Biegemoment 
M
und die bezogene L

angskraft 
N
sind damit nah Gr

oe und
Dimension direkt mit den ebenfalls zu untersuhenden einahsigen Zug- und Drukspan-
nungen vergleihbar.
Die elastishen Konstanten wurden entsprehend Abshnitt 3.1, die Anfangswerte der
inneren Variablen f

ur die Fliebedingung (2.12) nah Tabelle 5.1 vorgegeben. Die Parame-
teridentikation wurde f

ur die isotrope Verfestigung nah dem modizierten Potenzansatz
(2.36), dem artan-Ansatz (2.37) oder dem Exponentialansatz (2.38) unter Einbeziehung
der kinematishen Verfestigung nah Prager (2.30) vorgenommen. Die Darstellung der Er-
gebnisse erfolgt in den Abshnitten 5.3.1 und 5.3.2 f

ur den Potenzansatz, ein Vergleih der
Resultate f

ur alle drei Ans

atze der isotropen Verfestigung folgt im Abshnitt 5.3.3.
Zu allen Optimierungsrehnungen wurden ein Berehnungsprotokoll, welhes neben den
Eingabedaten und den Endergebnissen auh Angaben zum Optimierungsverlauf enth

alt,
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sowie Diagramme zur grashen Gegen

uberstellung der gemessenen und berehneten Ver-
gleihsgr

oen erzeugt. Um diese Ausdruke eindeutig zu kennzeihnen, wurde jede Opti-
mierungsrehnung mit einer internen siebenstelligen Kenn-Nummer versehen.
5.3.1 Ber

uksihtigung aller Lastshritte
Die Messungen der Vershiebungsfelder an der gekerbten Biegeprobe wurden f

ur alle vier-
zehn Lastshritte unter den gleihen Versuhsbedingungen ausgef

uhrt und auf die im Ab-
shnitt 3.4 beshriebene Weise weiterverarbeitet. Daher sind alle Lastshritte vorerst als
gleihwertig anzusehen. Die Zielfunktion enth

alt die Abweihungen zwishen den gemes-
senen und berehneten Vergleihswerten des bezogenen Biegemomentes 
M
und der bezo-
genen L

angskraft 
N
mit jeweils gleihem Gewihtsfaktor.
Ausgehend von untershiedlihen Startwerten wurden f

ur den Potenzansatz die in Ta-
belle 5.3 angegebenen L

osungen erhalten.
Kenn-Nr. Startwerte Optimalwerte
a
1
a
3
b
1
a
1
a
3
b
1
s
MPa MPa MPa MPa MPa
pko1001 100 0,500 1000 371 0,233 2035 22,882
pko1002 100 0,100 1000 371 0,233 2040 22,851
pko1003 100 0,100 4000 373 0,234 2034 22,870
pko1004 1000 0,100 4000 456 0,274 298 37,909
pko1005 1000 0,100 4000 371 0,233 2043 22,824
Tabelle 5.3: Optimale Parameter f

ur gekerbte Biegeprobe,
alle Lastshritte, Potenzansatz, a
2
= 10
 6
Die ersten drei Varianten pko1001 - pko1003 weisen eine gute

Ubereinstimmung hinsiht-
lih der optimalen Parameter und der durh die mittlere quadratishe Abweihung s ha-
rakterisierten Approximationsg

ute auf. Bei Kenn-Nr. pko1004 hingegen wurde ein lokales
Minimum mit wesentlih shlehterer Approximationsg

ute ermittelt. Eine Wiederholung
mit den gleihen Startwerten, jedoh bei Wahl eines kleineren Radius Æ des Vertrauens-
bereihes im Levenberg-Marquardt-Verfahren erzeugte jedoh eine Optimall

osung

ahnlih
den eingangs beshriebenen Varianten, s. Kenn-Nr. pko1005.
Eine ausgepr

agte Neigung zu lokalen Minima mit untershiedlihen Zielfunktionswer-
ten, wie in [36℄ beobahtet, ist somit niht festzustellen. Unzureihende Optimierungs-
ergebnisse wie unter pko1004 k

onnen durh geeignete Wahl der Prozedurvariablen des
Optimierungsverfahrens (z. B. Abbruhkriterium, Radius des Vertrauensbereihes) sowie
der Startwerte vermieden werden. Die in den optimalen Parameters

atzen sowie in den
berehneten Werten der mittleren quadratishen Abweihung der Varianten pko1001 bis
pko1003 sowie pko1005 auftretenden relativ kleinen Untershiede sind dagegen auf die
im folgenden beshriebenen systematishen Fehler sowie auf die Diskretisierungsfehler der
verwendeten numerishen Verfahren zur

ukzuf

uhren.
60 ERGEBNISSE
Eine Gegen

uberstellung der gemessenen und der mit den optimalen Parametern be-
rehneten Verl

aufe der Vergleihswerte 
M
und 
N
enth

alt Bild 5.4. Auallend ist, da
in den Verl

aufen des bezogenen Biegemomentes und der bezogenen L

angskraft vor allem
in den Lastshritten 8 bis 11 relativ groe, durh den Optimierungsproze niht beein-
ubare Abweihungen auftreten. So betr

agt die bezogene L

angskraft 
N
f

ur den ahten
Lastshritt etwa 70 MPa, welhes einen letztlih inakzeptablen Wert darstellt. Da dieser
Eekt in allen Optimierungsrehnungen aufgetreten ist, lag der Verdaht nahe, da es sih
dabei um Auswirkungen systematisher Mefehler handeln k

onnte.
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Bild 5.4: Bezogenes Biegemoment und bezogene L

angskraft,
alle Lastshritte, Potenzansatz
5.3.2 Selektion der Lastshritte mit systematishen Fehlern
Shon die Betrahtung der Moireaufnahmen zeigte, da sih diese in den Entlastungs-
Lastshritten 8 bis 11 nur reht wenig untersheiden. Die Ursahe ist darin zu sehen, da bei
Entlastung von den Kerben her beginnend die

aueren Meorte entlastet und damit einer
elastishen Form

anderung unterworfen werden. Hierbei treten nur kleine Vershiebungs-
und Verzerrungs

anderungen auf, welhe oenbar durh die verwendete Versuhsdurhf

uh-
rung und -auswertung nur ungen

ugend genau bestimmt werden k

onnen.
2
Somit kommt es
2
Aus

ahnlihen Gr

unden wurden auh keine Moire-Aufnahmen von elastishen Belastungs-Lastshritten
angefertigt.
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dazu, da sih die Verzerrungsverl

aufe "
11
und "
22
l

angs des Ligaments mehrfah shnei-
den, vgl. die Bilder 3.13 und 3.14. Bei der Integration des Deformationsgesetzes wer-
den derartige Vergleihsorte statt einer kontinuierlihen Entlastung einer regellosen Folge
von Entlastungs- und Belastungsshritten unterworfen, wodurh die beobahteten, relativ
groen systematishen Abweihungen des bezogenen Biegemomentes und der bezogenen
Normalkraft entstehen.
Da es wegen der vorliegenden Nihtlinearit

at des Problems niht m

oglih ist, den Kon-
denzintervallen eine Wahrsheinlihkeit zuzuordnen (s. Abshnitt 4.5), kann ein Ausrei-
ertest im statistishen Sinne niht durhgef

uhrt werden. Zur Untersuhung der Frage,
welhe Lastshritte als mit systematishen Mefehlern behaftet anzusehen sind, wurde
deshalb jeweils der Lastshritt mit der gr

oten Abweihung des bezogenen Biegemomen-
tes bzw. der bezogenen L

angskraft gestrihen und eine Optimierungsrehnung mit den
verbliebenen Lastshritten durhgef

uhrt, und zwar solange, bis das atypishe Verhalten in
den berehneten 
M
- und 
N
-Verl

aufen vershwand.
Die optimalen Parameter einshlielih der Kondenzintervalle sind in Tabelle 5.4 auf-
gef

uhrt. Bei Streihung der Lastshritte 8, 9, 10 und 11 in der angegebenen Reihenfolge
reduzierten sih die Kondenzintervalle der Parameter. Bei Streihung weiterer Lastshrit-
te wurde dagegen eine Vergr

oerung der Kondenzintervalle von a
1
und a
3
verzeihnet. Die
Betrahtung der zugeh

origen Verl

aufe von 
M
und 
N
ergab ebenfalls, da die Lastshritte
8 bis 11 als mit systematishen Fehlern behaftet anzusehen sind.
3
Lastshritte a
1
a
3
b
1
MPa MPa
alle 14 Lastshritte 371  88 0; 233  0; 097 2040  314
ohne LS 8 361  73 0; 228  0; 084 2218  280
ohne LSe 8 und 9 369  72 0; 228  0; 081 2029  296
ohne LSe 8 bis 10 378  63 0; 233  0; 067 1931  273
ohne LSe 8 bis 11 396  50 0; 233  0; 050 1643  253
ohne LSe 8 bis 11 und 3 455  66 0; 293  0; 051 1772  228
Tabelle 5.4: Optimale Parameter f

ur gekerbte Biegeprobe, Potenzansatz,
Selektion der Lastshritte mit systematishen Fehlern
Alle sp

ateren Berehnungen, soweit sie den Biegeversuh an der gekerbten Biegeprobe
enthalten, wurden daher unter Ber

uksihtigung der Lastshritte 1 bis 7 und 12 bis 14
durhgef

uhrt.
3
Wie Vergleihsrehnungen mit dem FEM-Programm PMEP gezeigt haben [35℄, treten auh in den
Vershiebungsfeldern gr

oere Abweihungen in den Lastshritten 8 - 11 auf.
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5.3.3 Vergleih der Ans

atze f

ur die isotrope Verfestigung
Im folgenden sollen die Ergebnisse der Parameteridentikation f

ur den Biegeversuh an
der gekerbten Probe unter Verwendung des Potenzansatzes (2.36), des artan-Ansatzes
(2.37) und des Exponentialansatzes (2.38) f

ur die Beshreibung der isotropen Verfestigung
bei gleihzeitiger kinematisher Verfestigung nah Prager verglihen werden.
F

ur den Potenzansatz (2.36) wurde zun

ahst untersuht, wie die der Vermeidung nu-
merisher Instabilit

at dienende Hilfsgr

oe a
2
gew

ahlt werden mu, damit sih die zu iden-
tizierenden Parameter a
1
, a
3
und b
1
unabh

angig von der Gr

oe von a
2
einstellen. Bei
Werten a
2
 10
 8
stimmten die identizierten Parameter in mindestens zwei, bei Werten
a
2
 10
 11
sogar in mindestens drei f

uhrenden Ziernstellen

uberein. Daher wurden alle
folgenden Berehnungen f

ur den Potenzansatz mit a
2
= 10
 12
ausgef

uhrt. An dieser Stelle
sei jedoh angemerkt, da die geeignete Wahl von a
2
von der Mashinengenauigkeit des
verwendeten Rehners abh

angig ist.
Tabelle 5.5 enth

alt die optimalen Parameter f

ur den Potenzansatz einshlielih der
Kondenzintervalle und der Korrelationsmatrix.
Parameter Kondenzbereih Korrelationskoe. bzgl.
a
1
a
3
b
1
a
1
[MPa℄ 394  56 1,000 0,954 0,166
a
3
0,259  0,040 0,954 1,000 0,372
b
1
[MPa℄ 1645  248 0,166 0,372 1,000
mittl. quadr. Abweihung s = 12,045 MPa
Tabelle 5.5: Optimale Parameter f

ur gekerbte Biegeprobe,
Potenzansatz (a
2
= 10
 12
)
Die halbe Breite der Kondenzintervalle betr

agt immerhin rund ein Sehstel des jeweiligen
optimalen Parameterwertes. Die beiden Parameter a
1
und a
3
der isotropen Verfestigung
sind stark korreliert, die Form der zugeh

origen Kondenzellipse ist n

aherungsweise aus
Bild 4.4 ersihtlih. Dagegen sind die KorrelationskoeÆzienten zu b
1
reht gering, so da
von einer ausreihenden Trennung zwishen isotroper und kinematisher Verfestigung aus-
gegangen werden kann.
Die Verl

aufe des bezogenen Biegemomentes und der bezogenen Normalkraft (siehe Bild
5.5) weisen nah Streihung der mit systematishen Fehlern behafteten Lastshritte eine
deutlih bessere

Ubereinstimmung zwishen gemessenen und berehneten Vergleihswerten
auf, was sih auh in der Verringerung der mittleren quadratishen Abweihung auf etwa
die H

alfte ausdr

ukt. Gleihzeitig war zu beobahten, da die zu vershiedenen Startwer-
ten geh

orenden Optimall

osungen nunmehr sehr geringe Untershiede in den ermittelten
Parametern und in der Approximationsg

ute aufweisen, so da auf die Darstellung der
Abh

angigkeit von den Startwerten im folgenden verzihtet werden kann.
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Bild 5.5: Bezogenes Biegemoment und bezogene L

angs-
kraft, Potenzansatz (a
2
= 10
 12
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Bild 5.6: Zugspannungskurven in und quer zur Walzrih-
tung, Potenzansatz (a
2
= 10
 12
)
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Dagegen wird der Verlauf der Zugspannungen (siehe Bild 5.6) nur unbefriedigend wie-
dergegeben. Eine Verbesserung ist nur durh die gleihzeitige Approximation des Biegever-
suhs an der gekerbten Biegeprobe und des Zugversuhs im Rahmen einer multikriteriellen
Optimierung m

oglih, s. Abshnitt 5.5.
Zur Verdeutlihung der im Abshnitt 4.5 angegebenen Interpretation des Kondenzel-
lipsoids wurden die Funktionswerte der Vergleihsgr

oen f

ur einige Parameters

atze bereh-
net, die den Ekpunkten des das Kondenzellipsoid einh

ullenden Quaders entsprehen, s.
Tabelle 5.6.
Kenn-Nr. a
1
a
3
b
1
s
MPa MPa MPa
pko1111 394 0,259 1645 12,045
pko1301 450 0,300 1893 12,618
pko1302 339 0,219 1396 13,024
pko1303 450 0,219 1396 30,365
Tabelle 5.6: Parameter und mittl. quadr. Abweihung f

ur ausgew

ahlte
Punkte des Kondenzbereihes, Potenzansatz (a
2
= 10
 12
)
Kenn-Nr. pko1111 stellt hierin die optimale L

osung nah Tabelle 5.5 und damit den Mit-
telpunkt des Kondenzellipsoids bzw. des Kondenzquaders dar. Mit den Kenn-Nummern
pko1301 und pko1302 wurden die L

osungen f

ur die Eken des Kondenzquaders in Rih-
tung der gr

oten Hauptahse des Kondenzellipsoids ermittelt. Die entsprehenden Werte
der mittleren quadratishen Abweihung s sind etwas gr

oer als der Optimalwert. Die
untershiedlihe Gr

oe der mittleren quadratishen Abweihung bei pko1301 und pko1302
ist auf die Nihtlinearit

at des Modells zur

ukzuf

uhren. Mit Kenn.-Nr. pko1303 wurde die
Berehnung des Zielfunktionswertes f

ur eine weiter von der Kondenzellipse entfernt lie-
gende Eke des Kondenzquaders durhgef

uhrt. Es ergibt sih ein wesentlih gr

oerer
Zielfunktionswert als bei der Optimall

osung.
F

ur den artan-Ansatz wurden die in Tabelle 5.7, f

ur den Exponentialansatz die in
Tabelle 5.8 aufgef

uhrten Optimalwerte erhalten.
Parameter Kondenzbereih Korrelationskoe. bzgl.
a
1
a
2
a
3
b
1
a
1
[MPa℄ 62  10 1,000 -0,850 -0,881 -0,597
a
2
6669  17910 -0,850 1,000 0,745 0,347
a
3
[MPa℄ 1456  326 -0,881 0,745 1,000 0,346
b
1
[MPa℄ 1706  212 -0,597 0,347 0,346 1,000
mittl. quadr. Abweihung s = 9,304 MPa
Tabelle 5.7: Optimale Parameter f

ur gekerbte Biegeprobe,
artan-Ansatz
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Parameter Kondenzbereih Korrelationskoe. bzgl.
a
1
a
2
a
3
b
1
a
1
[MPa℄ 94  11 1,000 -0,730 -0,849 -0,653
a
2
4858  14579 -0,730 1,000 0,641 0,337
a
3
[MPa℄ 1521  212 -0,849 0,641 1,000 0,362
b
1
[MPa℄ 1723  208 -0,653 0,337 0,362 1,000
mittl. quadr. Abweihung s = 9,200 MPa
Tabelle 5.8: Optimale Parameter f

ur gekerbte Biegeprobe,
Exponentialansatz
Die zugeh

origen Verl

aufe der Vergleihsgr

oen 
M
und 
N
und der Zugspannungskurven
haben f

ur beide Ans

atze ein

ahnlihes Aussehen. Daher ershien es ausreihend, diese
Verl

aufe nur f

ur den artan-Ansatz darzustellen, siehe die Bilder 5.7 bzw. 5.8.
Sowohl der artan-Ansatz wie auh der Exponentialansatz erlauben eine bessere Ap-
proximation der Ergebnisse des Biegeversuhs an der gekerbten Probe als der Potenzan-
satz. Die mittlere quadratishe Abweihung betr

agt in beiden F

allen nur noh etwa 9 MPa
und damit etwa 77% des bei Verwendung des Potenzansatzes erhaltenen Wertes.
Nahteilig ist, da die Standardabweihung des Parameters a
2
, welher die Kr

ummung
der Fliekurve beshreibt, ein Mehrfahes des entsprehenden Optimalwertes betr

agt, so
da der Kondenzbereih sehr weit ausgedehnt ist und sogar (physikalish niht sinnvolle)
negative Werte umfat. Aus Bild 5.8 ist zu entnehmen, da die zugeh

origen Zugspan-
nungen nah

Ubershreiten der Anfangsiespannung zun

ahst sehr steil ansteigen, um
anshlieend in einem kurzen

Ubergangsbereih in den asymptotishen linearen Verlauf

uberzugehen. Der Kr

ummungsparameter a
2
wird also im Ergebnis der Parameteridenti-
kation f

ur den Biegeversuh an der gekerbten Probe einerseits zu gro bestimmt, ande-
rerseits enth

alt der weite Kondenzbereih alle kleineren positiven Werte und damit auh
den zur Beshreibung der Kr

ummung der Zugspannungskurven geeigneten Wert. Daraus
ist zu shlufolgern, da bei der alleinigen Auswertung des Biegeversuhs an der gekerbten
Biegeprobe dieser Parameter niht angesprohen wird und daher zu seiner Bestimmung
die Auswertung der Spannungs-Dehnungs-Kurven mit herangezogen werden mu.
Die KorrelationskoeÆzienten zwishen den die isotrope Verfestigung beshreibenden
Parametern a
1
, a
2
und a
3
sind deutlih kleiner als beim Potenzansatz. Dagegen sind die
KorrelationskoeÆzienten zwishen den a
i
und dem Parameter der kinematishen Verfesti-
gung b
1
etwas gr

oer.
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Bild 5.8: Zugspannungskurven in und quer zur
Walzrihtung, artan-Ansatz
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5.4 Ergebnisse f

ur den Zugversuh
Da der Zugversuh nur eine einsinnige Belastung enth

alt, ist die Approximation der einah-
sigen Zugspannungskurven allein mit Hilfe der isotropen Verfestigungsfunktion m

oglih.
Bei Hinzunahme der kinematishen Verfestigung hingegen sind starke Korrelationen zwi-
shen den Verfestigungsparametern der isotropen und der kinematishen Verfestigung zu
erwarten.
Weil die Verzerrungen aus dem Biegeversuh an der gekerbten Probe in Form von
tehnishen Dehnungen vorliegen, wurden auh die Zugspannungskurven in Abh

angigkeit
von den tehnishen Dehnungen verwendet. In die Zielfunktion wurden die Zugspannungen
f

ur Proben in und quer zur Walzrihtung f

ur alle verf

ugbaren Mewerte in "-Shritten
von 0,001 mit gleihem Gewiht aufgenommen.
Die optimalen Parameter und die Kondenzintervalle f

ur den Zugversuh bei Verwen-
dung des Potenzansatzes werden in Tabelle 5.9 aufgef

uhrt.
Kenn-Nr. a
1
a
3
b
1
s
MPa MPa MPa MPa
piz1401 609  11 0,277  0,005 0 (fest) 5,692
pkz1402 235  2 0,083  0,010 1723 (fest) 8,570
pkz1403 455  33 0,225  0,014 536  124 5,209
Tabelle 5.9: Optimale Parameter f

ur den Zugversuh,
Potenzansatz, a
2
= 10
 12
Die Berehnung piz1401 wurde mit rein isotroper Verfestigung, die Variante pkz1402 mit
isotroper und kinematisher Verfestigung, wobei der Parameter b
1
aus dem Ergebnis der
Identikation f

ur den Biegeversuh an der gekerbten Probe entnommen und festgehalten
wurde, und die Variante pkz1403 ebenfalls mit isotroper und kinematisher Verfestigung
bei freigegebenem b
1
ausgef

uhrt. Obwohl in den entsprehenden grashen Darstellungen
der gemessenen und berehneten Zugspannungen nur sehr geringe Untershiede zwishen
den einzelnen Varianten festzustellen sind, untersheiden sih die berehneten optimalen
Parameter erheblih. Dieses Verhalten ist auf die starke Korrelation der freien Parameter
zur

ukzuf

uhren, siehe Tabelle 5.10.
Kenn-Nr. piz1401 pkz1403
Parameter a
1
a
3
a
1
a
3
b
1
a
1
1,000 0,986 1,000 0,993 -0,972
a
3
0,986 1,000 0,993 1,000 -0,941
b
1
-0,972 -0,941 1,000
Tabelle 5.10: Zugeh

orige KorrelationskoeÆzienten, Potenzansatz
Die Verl

aufe der gemessenen und der approximierten Zugspannungen sind im Bild 5.9
enthalten. Der Potenzansatz beshreibt das im oberen Mebereih beobahtete ann

ahernd
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lineare Verhalten der Zugspannungskurven nur in der Weise, da in der Mitte des Ap-
proximationsbereihes gr

oere als die gemessenen, oberhalb und unterhalb davon jedoh
kleinere Spannungen erhalten werden. Es kann weiterhin nahgewiesen werden, da bei
Verwendung des Potenzansatzes zur Approximation der Zugspannungskurven das Identi-
kationsergebnis auh von der L

ange des Approximationsbereihes beeinut wird.
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Bild 5.9: Zugspannungskurven in und quer zur Walzrihtung,
Potenzansatz, Kenn-Nr. piz1401
Die Ergebnisse der Parameteridentikation f

ur den Zugversuh bei Verwendung des artan-
Ansatzes sind in Tabelle 5.11 und f

ur den Exponentialansatz in Tabelle 5.12 enthalten.
Kenn-Nr. a
1
a
2
a
3
b
1
s
MPa MPa MPa MPa
aiz1401 98  1 1080  58 2549  50 0 (fest) 3,679
akz1402 98  1 1078  56 -13  43 1706 (fest) 3,679
akz1403 98  2 1079  73 2278  914 181  460 3,679
Tabelle 5.11: Optimale Parameter f

ur den Zugversuh, artan-Ansatz
ZUGVERSUCH 69
Dabei stellen wiederum Kenn-Nr. aiz1401 bzw. eiz1401 Berehnungen mit rein isotroper
Verfestigung, akz1402 bzw. ekz1402 solhe mit isotroper und kinematisher Verfestigung,
wobei der Wert der Prager-Konstanten b
1
aus der Auswertung des Experiments an der
gekerbten Biegeprobe entnommen wurde, und akz1403 bzw. ekz1403 Optimierungsreh-
nungen mit isotroper und kinematisher Verfestigung dar.
Kenn-Nr. a
1
a
2
a
3
b
1
s
MPa MPa MPa MPa
eiz1401 143  1 722  35 2795  46 0 (fest) 4,526
ekz1402 143  1 724  35 330  46 1645 (fest) 4,526
ekz1403 143  1 721  36 883  1300000 1274  870000 4,526
Tabelle 5.12: Optimale Parameter f

ur den Zugversuh, Exponentialansatz
F

ur den jeweils gew

ahlten Ansatz stimmen alle drei Berehnungen hinsihtlih der mittle-
ren quadratishen Abweihung und der Verl

aufe der berehneten Zugspannungen

uberein.
Nahezu

ubereinstimmend sind auh die jeweiligen Optimalwerte der Parameter a
1
und a
2
.
Dagegen liegt f

ur die Parameter a
3
und b
1
die erwartete starke Korrelation vor, s. Tabelle
5.13 f

ur den artan-Ansatz.
Kenn-Nr. aiz1401 akz1403
Parameter a
1
a
2
a
3
a
1
a
2
a
3
b
1
a
1
1,000 -0,738 -0.919 1,000 -0,818 -0,887 0,863
a
2
-0,738 1,000 0,605 -0,818 1,000 0,629 -0,603
a
3
-0,919 0,605 1,000 -0,887 0,629 1,000 -0,999
b
1
0,863 -0,603 -0,999 1,000
Tabelle 5.13: Zugeh

orige KorrelationskoeÆzienten, artan-Ansatz
Sowohl bei Verwendung des artan-Ansatzes als auh des Exponentialansatzes f

ur die iso-
trope Verfestigung wird wegen ihres asymptotishen Verhaltens der experimentell beobah-
tete nahezu lineare Verlauf der Zugspannungskurven im oberen Mebereih ausgezeihnet
wiedergegeben, s. Bild 5.10. Aussagen

uber den Parameter b
1
der kinematishen Verfesti-
gung sind dagegen nur dann m

oglih, wenn experimentelle Ergebnisse f

ur Entlastung und
Gegenbelastung in die Berehnung einbezogen werden.
Bild 5.11 enth

alt f

ur die optimalen Parameter aus Variante aiz1401 die zugeh

origen
Verl

aufe der Vergleihswerte 
M
und 
N
des Biegeversuhs an der gekerbten Probe. Da
die kinematishe Verfestigung niht ber

uksihtigt wurde, ergeben sih deutlihe Abwei-
hungen in den Lastshritten 12 bis 14 der Gegenbelastung.
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Bild 5.10: Zugspannungskurven in und quer zur Walzrih-
tung, artan-Ansatz, Kenn.-Nr. aiz1401
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Bild 5.11: Bezogenes Biegemoment und bezogene L

angs-
kraft, ar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5.5 Kombination gekerbte Biegeprobe und Zugversuh
Die im Abshnitt 5.3 vorgenommene Parametersh

atzung unter Zugrundelegung der Me-
ergebnisse f

ur den Biegeversuh an der gekerbten Biegeprobe ergibt eine n

aherungsweise
Approximation des lastshrittweise gemessenen Biegemomentes und der L

angskraft, siehe
z. B. Bild 5.7, niht jedoh der Zugspannungsverl

aufe, vgl. Bild 5.8. Wegen der vorhande-
nen Belastungsumkehr k

onnen isotrope und kinematishe Verfestigung separiert werden,
jedoh sind die Aussagen

uber das Verfestigungsverhalten im

Ubergangsbereih zwishen
elastishen und plastishen Deformationen nur unzureihend.
Im Abshnitt 5.4 erfolgte die Parameterbestimmung mit Hilfe der Auswertung der
einahsigen Zugspannungskurven aus dem Zugversuh. Hierdurh kann das Verhalten im

Ubergangsbereih wiedergegeben werden, s. Bild 5.10. Da es sih um eine reine Belastung
handelt, ist jedoh keine Aussage

uber die kinematishe Verfestigung m

oglih, vgl. Bild
5.11.
Im folgenden wird daher angestrebt, durh kombinierte Auswertung beider Versuhe
ein Identikationsergebnis zu erhalten, welhes die Meergebnisse beider Versuhe appro-
ximiert. Zur multikriteriellen Optimierung werden die in den Gleihungen (4.74) - (4.79)
denierten Zielfunktionen verwendet.
5.5.1 Multikriterielle Optimierung f

ur den Biegeversuh an der gekerb-
ten Biegeprobe und den Zugversuh
Die Resultate der multikriteriellen Optimierung f

ur den Biegeversuh an der gekerbten
Biegeprobe und den Zugversuh sind in Tabelle 5.14 zusammengefat dargestellt. We-
gen der besseren Approximation der Versuhsergebnisse, vgl. Abshnitt 5.5.2, wurde der
artan-Ansatz (2.37) f

ur die isotrope Verfestigung gew

ahlt.
In der ersten Zeile sind nohmals die Ergebnisse der Fehlerquadratminimum-Sh

atzung
f

ur den Biegeversuh an der gekerbten Biegeprobe nah Abshnitt 5.3, in der letzten Zeile
die f

ur den Zugversuh nah Abshnitt 5.4 aufgef

uhrt. Die hierf

ur erhaltenen Werte der
Standardabweihung werden f

ur die Zielfunktionen nah Gl. (4.76) und (4.77) ben

otigt.
Die weiteren Zeilen der Tabelle enthalten die Optimierungsergebnisse f

ur die multikrite-
riellen Zielfunktionen (4.74) - (4.79). Die Wihtung mit dem Kehrwert der Varianz der
teiloptimalen L

osungen (4.77) entspriht der Gau-Markov-Sh

atzung.
Um direkt vergleihbare Werte der Standardabweihung zu erhalten, wurde die Be-
stimmung der L

osung f

ur die Gau-Markov-Sh

atzung in der Weise vorgenommen, da
die Teilzielfunktion 
j
mit der kleinsten Varianz 
2
j
= 
2
min
den Wihtungsfaktor w
j
= 1
erh

alt und allen anderen Teilzielfunktionen 
i
Wihtungsfaktoren
w
i
=

2
min

2
i
 1 (5.16)
zugeordnet werden. Dieses Vorgehen entspriht der Multiplikation der Zielfunktion (4.77)
mit 
2
min
und bewirkt, da die zugeh

orige Varianz einerseits die gleihe physikalishe Di-
mension wie 
2
min
besitzt und sih andererseits immer gr

oer als 
2
min
einstellt.
Die Wahl der Wihtungsfaktoren sowie die Berehnung der Kondenzintervalle und der
KorrelationskoeÆzienten bei den anderen multikriteriellen Zielfunktionen wurde analog
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durhgef

uhrt. Bei der Bewertung der Ergebnisse ist zu beahten, da nur f

ur die Gau-
Markov-Sh

atzung eine theoretishe Begr

undung der Kondenz- und Korrelationsaussagen
vorliegt, f

ur die anderen multikriteriellen Zielfunktionen jedoh niht.
Die in Tabelle 5.14 enthaltenen Ergebnisse der multikriteriellen Optimierung wurden
entsprehend der Gr

oe der mittleren quadratishen Abweihung s geordnet. Neben den
Kondenzbereihen der Parameter und der mittleren quadratishen Abweihung wurde
der bzgl. der Approximation der Zugspannungskurven kritishe KorrelationskoeÆzient
R(a
3
; b
1
) zwishen den Parametern a
3
und b
1
in die Tabelle aufgenommen.
Von oben nah unten gelesen, nimmt in Tabelle 5.14 der Einu der Vergleihsgr

oen
des Biegeversuhs an der gekerbten Probe auf das Gesamtergebnis ab, w

ahrend der Einu
der Vergleihsgr

oen des Zugversuhs ansteigt. Entsprehend sinkt die mittlere quadra-
tishe Abweihung vom Wert des Biegeversuhs auf den des Zugversuhes und auh der
KorrelationskoeÆzient n

ahert sih dem Wert des f

ur den Zugversuh berehneten Korre-
lationskoeÆzienten der Parameter a
3
und b
1
.
Die Parameter a
1
und a
2
weisen die kleinsten Kondenzbereihe bei Anwendung der
Gau-Markov-Sh

atzung auf. Dagegen sind die zugeh

origen Kondenzbereihe f

ur a
3
und
b
1
etwas gr

oer als f

ur die Zielfunktionen nah Gl. (4.75), (4.76) und (4.78), was auf die
zunehmende Korrelation zwishen beiden Parametern zur

ukzuf

uhren ist.
Die Bilder 5.12 und 5.13 enthalten die Verl

aufe der in den beiden Versuhen auftre-
tenden Vergleihsgr

oen f

ur die Parameter aus der Gau-Markov-Sh

atzung. Die zu den
optimalen Parametern der Zielfunktionen nah Gl. (4.75) - (4.79) geh

orenden Verl

aufe
des bezogenen Biegemomentes und der bezogenen L

angskraft sowie der Zugspannungen
weisen vergleihsweise geringe Untershiede auf.
Wegen des wahrsheinlihkeitstheoretishen Hintergrundes ist die Gau-Markov-Sh

at-
zung f

ur die Parameterbestimmung aus Versuhen bzw. Merkmalen mit untershiedlihen
Varianzen zu bevorzugen. Es ist jedoh denkbar, bei sehr starken Korrelationen der Para-
meter untereinander ersatzweise eine der Zielfunktionen nah Gl. (4.75), (4.76) oder (4.78)
zu verwenden.

Uberrashend ist das Ergebnis f

ur die multikriterielle Zielfunktion nah Gl. (4.79). Das
Iterationsverhalten der Optimierungsrehnung war in diesem Falle durh eine langsame
Konvergenz gegen vershiedene, von der Wahl der Startwerte abh

angige lokale Minima
gekennzeihnet. Die KorrelationskoeÆzienten f

ur die angegebene L

osung sind s

amtlih
nahezu +1 oder  1, was sih auh in den sehr groen, die Parameterwerte um ein Mehr-
fahes

ubershreitenden Kondenzbereihen widerspiegelt.
4
Die Zielfunktion (4.79) hat
sih daher als ungeeignet f

ur die Parameteridentikation herausgestellt.
4
Die Ursahe f

ur das beobahtete L

osungsverhalten ist wahrsheinlih darin zu suhen, da das Fehler-
quadratminimum-Funktional  in (4.79) nohmals quadriert wird und somit die Abweihungen zwishen
den berehneten und gemessenen Vergleihswerten mit der vierten Potenz in die Zielfunktion eingehen.
Z
U
G
V
E
R
S
U
C
H
U
N
D
G
E
K
E
R
B
T
E
B
I
E
G
E
P
R
O
B
E
7
3
Zielfunktion Wihtung a
1
a
2
a
3
b
1
R(a
3
; b
1
) s
nah Gl. MPa MPa MPa MPa
(4.62) gek. Biegepr. 62  10 6669  17910 1456  326 1706  212 +0; 346 9,304
(4.74) 1=n
i
89  5 1140  367 776  194 1440  120  0; 147 10,513
(4.75) 1 96  2 1070  109 606  103 1355  64  0; 648 7,253
(4.78) 
rel

i
97  2 1071  108 592  108 1347  68  0; 730 6,631
(4.76) 1=s
i
98  1 1073  83 575  121 1337  75  0; 850 5,477
(4.79) (
rel

i
)
2
95  2924 1046  228646 623  161428 1400  16204  0; 973 4,980
(4.77) 1=s
i
2
98  1 1076  68 569  159 1327  99  0; 942 4,457
(4.62) Zugversuh 98  2 1079  73 2278  915 181  461  0; 999 3,679
Tabelle 5.14: Optimale Parameter aus multikriterieller Optimierung, artan-Ansatz
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Bild 5.13: Zugspannungskurven in und quer zur Walzrih-
tung, Parameter aus Gau-Markov-Sh

atzung,
artan-Ansatz
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5.5.2 Vergleih der Ergebnisse f

ur vershiedene Ans

atze
Die optimalen Parameter einshlielih der Kondenzintervalle und der Korrelationsko-
eÆzienten bei Anwendung der Gau-Markov-Sh

atzung sind f

ur den Potenzansatz der
isotropen Verfestigung in Tabelle 5.15, f

ur den artan-Ansatz in Tabelle 5.16 sowie f

ur
den Exponentialansatz in Tabelle 5.17 enthalten.
Parameter Kondenzbereih Korrelationskoe. bzgl.
a
1
a
3
b
1
a
1
[MPa℄ 380  25 1,000 0,987 -0,948
a
3
0,193  0,013 0,987 1,000 -0,893
b
1
[MPa℄ 844  106 -0,948 -0,893 1,000
mittl. quadr. Abweihung s = 6,430 MPa
Tabelle 5.15: Optimale Parameter aus Gau-Markov-Sh

atzung,
Potenzansatz (a
2
= 10
 12
)
F

ur den Potenzansatz ergibt sih der gr

ote Wert der mittleren quadratishen Abweihung
aller drei untersuhten Ans

atze. Weiterhin liegt eine starke Korrelation der drei freien
Parameter vor.
Parameter Kondenzbereih Korrelationskoe. bzgl.
a
1
a
2
a
3
b
1
a
1
[MPa℄ 98  1 1,000 -0,734 -0,253 -0,061
a
2
1076  68 -0,734 1,000 0,158 0,047
a
3
[MPa℄ 569  159 -0,253 0,158 1,000 -0,942
b
1
[MPa℄ 1327  99 -0,061 0,047 -0,942 1,000
mittl. quadr. Abweihung s = 4,457 MPa
Tabelle 5.16: Optimale Parameter aus Gau-Markov-Sh

atzung,
artan-Ansatz
Der artan-Ansatz weist den kleinsten Wert der mittleren quadratishen Abweihung auf.
Eine starke Korrelation tritt nur zwishen den Parametern a
3
und b
1
auf.
F

ur den Exponentialansatz ergibt sih eine gr

oere mittlere quadratishe Abweihung
der Vergleihswerte als beim artan-Ansatz. Bez

uglih der KorrelationskoeÆzienten liegt
ein

ahnlihes Verhalten beider Ans

atze vor. Die Kondenzbereihe f

ur die Pragerkonstante
b
1
bei Anwendung des artan-Ansatzes bzw. des Exponentialansatzes

uberlappen einan-
der.
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Parameter Kondenzbereih Korrelationskoe. bzgl.
a
1
a
2
a
3
b
1
a
1
[MPa℄ 143  1 1,000 -0,508 -0,181 -0,181
a
2
718  41 -0,508 1,000 0,100 0,078
a
3
[MPa℄ 719  135 -0,181 0,100 1,000 -0,920
b
1
[MPa℄ 1395  92 -0,181 0,078 -0,920 1,000
mittl. quadr. Abweihung s = 5,403 MPa
Tabelle 5.17: Optimale Parameter aus Gau-Markov-Sh

atzung,
Exponentialansatz
Die Einbeziehung weiterer Parameter ergibt eine nur unwesentlihe Verbesserung der Ap-
proximationsg

ute, siehe Tabelle 5.18. Die erste Zeile enth

alt die Gau-Markov-Sh

atzung
aus Tabelle 5.16 f

ur die isotrope Verfestigung nah dem artan-Ansatz und die kinema-
tishe Verfestigung nah Prager. Die zweite und dritte Zeile enthalten die Resultate bei
Zugrundelegung der kinematishen Verfestigung entsprehend (2.40) bzw. nah Armstrong
und Frederik (2.41). In der dritten und vierten Zeile sind die Identikationsergebnisse bei
Ber

uksihtigung formativer Verfestigung entsprehend (2.42) mit den Parametern 
1
oder

2
dargestellt.
a
1
a
2
a
3
b
1
zus

atzl. Parameter s
MPa MPa MPa MPa
98  1 1076  68 569  159 1327  99 | 4,457
99  2 1059  78 492  263 1331  101 b
2
= 1707  4086 4,453
98  2 1063  75 597  179 1277  166 b
3
=  1 3 4,454
98  2 1070  85 75  2301 1349  196 
1
=  2 12 4,449
98  2 1062  78 453  146 1365  146 
2
=  11 36 4,445
Tabelle 5.18: Optimale Parameter aus Gau-Markov-Sh

atzung,
artan-Ansatz, Ber

uksihtigung weiterer Parameter
Da die Standardabweihung der zus

atzlih ber

uksihtigten Parameter deren Sh

atzwert

ubersteigt, kann von einer

Uberparametrisierung der entsprehenden Modelle in Hinsiht
auf die zur Verf

ugung stehenden experimentellen Vergleihswerte ausgegangen werden. Der
Parameter b
3
, welher im Relaxationsterm des Ansatzes f

ur die kinematishe Verfestigung
nah Armstrong und Frederik auftritt und entsprehend (2.41) positiv sein mu, weist
sogar einen negativen Sh

atzwert auf.
Aus Tabelle 5.18 ist weiterhin zu ersehen, da eine Vergr

oerung der Anzahl der freien
Parameter im allgemeinen auh eine Vergr

oerung der Kondenzbereihe nah sih zieht.
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5.6 Gerade Biegeprobe
In den Abshnitten 5.4 und 5.5 wurden die im Zugversuh gemessenen Zugspannungskur-
ven allein bzw. in Kombination mit den Ergebnissen des Biegeversuhs an der gekerbten
Probe erfolgreih zur Parameteridentikation herangezogen. Es ergeben sih keine Wider-
spr

uhe zwishen den Resultaten der Bestimmung der Anfangs-Flieortkurve, den Ergeb-
nissen des Biegeversuhs an der gekerbten Biegeprobe und denen des Zugversuhs.
Dagegen ist die Beshreibung der aus dem Biegeversuh an der geraden Probe stam-
menden Drukspannungskurven bei Vorgabe der Anfangsieortkurve nah Tabelle 5.1
sowohl f

ur die Fliebedingung (2.12) als auh f

ur die Fliebedingung (2.6) nur ungen

ugend.
Wie im folgenden gezeigt wird, ist bei Annahme einer noh zu bestimmenden ande-
ren Anfangs-Flieortkurve eine bessere Approximation der aus dem Biegeversuh an der
geraden Probe ermittelten Zug- und Drukspannungskurven m

oglih.
F

ur die Fliebedingung (2.12) kann unter Beahtung von (5.15) hergeleitet werden,
da die Dierenzen der Betr

age der Zug- und Drukspannungskurven in Walzrihtung dem
Dreifahen des Anfangswertes 
11
o
und quer zur Walzrihtung dem Dreifahen des An-
fangswertes 
22
o
der R

ukspannungen entsprehen. Positive Werte von 
11
o
bzw. 
22
o
be-
deuten, da die Zugspannungen, negative Werte, da die Drukspannungen betragsm

aig
gr

oer sind.
Die Dierenz der Betr

age der Zug- und Drukspannungskurven f

ur "  0; 01 : : : 0; 02
betr

agt in Walzrihtung etwa 42 MPa, quer zur Walzrihtung etwa 36 MPa. Hieraus re-
sultieren Anfangswerte der R

ukspannungen von 
11
o
=  14 MPa und 
22
o
=  12 MPa.
Zus

atzlih weisen die Spannungs-Dehnungs-Kurven quer zur Walzrihtung s

amtlih
gr

oere Betr

age als die zugeh

origen Kurven in Walzrihtung auf. Dieser Eekt kann durh
eine zus

atzlihe Drehung der Anfangs-Flieortkurve beshrieben werden. Eine gute

Uber-
einstimmung der numerish und experimentell ermittelten Spannungs-Dehnungs-Kurven
wurde erhalten, wenn N
1111
o
= 1; 1 gesetzt wird. Eine Zusammenstellung der Anfangswer-
te der inneren Variablen enth

alt Tabelle 5.19.
Fliebedingung N
ijkl
0

ij
0

F
0
nah Gl. (2.6) N
1111
0
= 1,1 
11
0
= -14,0 MPa 
F
0
= 226,4 MPa
N
1122
0
= -0,5 
22
0
= -12,0 MPa
N
2222
0
= 1,0
Tabelle 5.19: Anfangswerte der Koordinaten des Distorsionstensors, der
R

ukspannungen und der Fliespannung zur Approximation
der Zug- und Drukspannungskurven aus dem Biegeversuh
an der geraden Probe
Mit den Anfangswerten nah Tabelle 5.19 wurde nunmehr wiederum die Parameteridenti-
kation mit der Fehlerquadratminimum-Sh

atzung f

ur den Biegeversuh an der gekerbten
Probe sowie f

ur alle aht mit Hilfe des Biegeversuhs an den geraden Proben ermittelten
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Spannungs-Dehnungs-Kurven und die Gau-Markov-Sh

atzung f

ur die Vergleihsgr

oen
beider Biegeversuhe durhgef

uhrt.
Die mit Hilfe der Gau-Markov-Sh

atzung berehneten Parameter sind in Tabelle 5.20,
die zugeh

origen Verl

aufe der Zug- und Drukspannungen in und quer zur Walzrihtung in
den Bildern 5.14 und 5.15 sowie die Verl

aufe des bezogenen Biegemomentes und der bezo-
genen Normalkraft f

ur den Biegeversuh an der gekerbten Probe im Bild 5.16 enthalten.
Parameter Kondenzbereih Korrelationskoe. bzgl.
a
1
a
2
a
3
b
1
a
1
[MPa℄ 109  1 1,000 -0,702 -0,238 0,017
a
2
1347  100 -0,702 1,000 0,136 0,003
a
3
[MPa℄ 569  235 -0,238 0,136 1,000 -0,970
b
1
[MPa℄ 1445  142 0,017 0,003 -0,970 1,000
mittl. quadr. Abweihung s = 10,666 MPa
Tabelle 5.20: Optimale Parameter aus der Gau-Markov-Sh

atzung f

ur
die Biegeversuhe an der gekerbten und den geraden Proben,
artan-Ansatz
Die Parameter stellen sih

ahnlih wie bei der gleihzeitigen Auswertung der Zugversuhe
und des Biegeversuhs an der gekerbten Probe ein, vergleihe Tabelle 5.16 aus Abshnitt
5.5. Die mittlere quadratishe Abweihung zwishen den berehneten und den gemessenen
Vergleihswerten betr

agt jedoh mehr als das Doppelte.
Die zugeh

origen Zug- und Drukspannungverl

aufe weisen nur im Anfangsbereih eine
gute

Ubereinstimmung auf. Mit zunehmender Dehnung vergr

oern sih die Abweihungen,
da die experimentell ermittelten Zug- und Drukspannungskurven auseinander driften. Ein
derartiges Verhalten ist jedoh mit isotroper Verfestigung und kinematisher Verfestigung
nah Prager prinzipiell niht beshreibbar. Auh die Einbeziehung des Relaxationsterms
aus dem Ansatz nah Armstrong und Frederik erzeugt keine Abhilfe, da f

ur b
3
> 0 der
Abstand zwishen Zug- und Drukspannungskurven mit wahsender Dehnung verkleinert
wird.
Die berehnete bezogene L

angskraft steigt in den Belastungshritten 1 - 6 stetig an
und erreiht in den Lastshritten 6, 13 und 14 Werte um 30 MPa. Dieses Verhalten kann
als systematisher Fehler, zur

ukzuf

uhren auf die abweihende Wahl der Anfangswerte der
inneren Variablen, gedeutet werden.
Die Ergebnisse des Biegeversuhes an geraden Proben sind daher in zweifaher Hinsiht
niht mit den Ergebnissen des Biegeversuhes an der gekerbten Probe sowie des Zugversu-
hes vereinbar. Zum ersten ist das Auseinanderdriften der Zug- und der Drukspannungs-
kurven niht mit den in der Plastomehanik

ublihen Ans

atzen beshreibbar. Zum zweiten
wird eine gute

Ubereinstimmung nur bei Wahl einer anderen Anfangs-Flieortkurve er-
reiht.
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Bild 5.14: Zug- und Drukspannungskurven in Walzrih-
tung, Parameter aus Tabelle 5.20
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Bild 5.15: Zug- und Drukspannungskurven quer zurWalz-
rihtung, Parameter aus Tabelle 5.20
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Bild 5.16: Bezogenes Biegemoment und bezogene L

angskraft,
Parameter aus Tabelle 5.20
Kapitel 6
Zusammenfassung
Gegenstand der in dieser Arbeit vorgenommenen Untersuhungen ist die Identikation
von Materialparametern aus der Minimierung eines Fehlerquadratfunktionals, welhes die
Dierenzen zwishen experimentell beobahteten und mit einem vorgegebenen Modell be-
rehneten Werten von geeignet zu w

ahlenden Vergleihsgr

oen enth

alt. Die Parameter-
identikation wird am Beispiel elastish-plastisher Deformationen von Metallen bei klei-
nen Verzerrungen durhgef

uhrt, die Herangehensweise kann jedoh auf andere natur- oder
tehnikwissenshaftlihe Probleme

ubertragen werden.
Das Deformationsgesetz f

ur kleine elastish-plastishe Verzerrungen stellt ein nihtli-
neares Algebro-Dierentialgleihungssystem dar, dessen punktweise Integration hinsiht-
lih der Zeit mit dem impliziten Euler-Verfahren erfolgt. Dabei entstehen nihtlineare Glei-
hungssysteme, welhe mit dem Newton-Verfahren gel

ost werden. Um ein Integrationser-
gebnis zu erhalten, welhes hinsihtlih der f

ur die anshlieende Optimierung ben

otigten
Spannungen weitgehend unabh

angig von der Gr

oe der Lastinkremente ist, wurde eine Un-
terteilung der Lastshritte in beliebig viele Zwishenshritte mit linearem Belastungsweg
vorgesehen.
Zur m

oglihst umfassenden Auswertung der experimentellen Informationen war es er-
forderlih, in die Zielfunktion sowohl lokale Vergleihsgr

oen in Form von Spannungen als
auh globale Vergleihsgr

oen in Form der Shnittreaktionen L

angskraft und Biegemo-
ment aufzunehmen. Letztere wurden mittels Division durh die zugeh

origen Fl

ahenkenn-
werte in entsprehende bezogene Vergleihsgr

oen, welhe in Dimension und Gr

oe den zu
ber

uksihtigenden Einzelspannungen entsprehen, umgerehnet. F

ur die Optimierung der
Zielfunktion hat sih das Verfahren nah Levenberg und Marquardt, welhes eine Kombi-
nation des Gradientenverfahrens und des Gau-Newton-Verfahrens realisiert, bew

ahrt. Die
f

ur den Optimierungsproze ben

otigten Ableitungen wurden mit einer semianalytishen
Methode berehnet. Diese, in den Integrationsalgorithmus des Deformationsgesetzes ein-
gebettete Sensitivit

atsanalyse ist wesentlih eektiver und genauer als eine numerishe
Sensitivit

atsanalyse.
Die Approximationsg

ute eines optimalen Parametersatzes kann durh den Wert der
mittleren quadratishen Abweihung zwishen den gemessenen und den berehneten Wer-
ten eingesh

atzt werden. Da die durh das Fehlerquadratfunktional beshriebene Zielfunk-
tion jedoh mehr oder weniger ausgedehnte Bereihe mit Funktionswerten nahe dem be-
rehneten Minimum besitzt, ist die Angabe der Approximationsg

ute zur Charakterisierung
81
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der erhaltenen L

osung niht ausreihend. Mit Hilfe der Fehlerquadratminimum-Sh

atzung
bzw. der Gau-Markov-Sh

atzung gelingt zus

atzlih die Angabe der Kovarianzmatrix der
Parameter f

ur die Linearisierung des Modells an der Stelle des optimalen Parametersatzes.
Aus der Kovarianzmatrix k

onnen Kondenzbereihe f

ur die einzelnen Parameter sowie die
KorrelationskoeÆzienten bestimmt werden.
Zur Ber

uksihtigung untershiedliher Merkmale bzw. Versuhe bei der Parameter-
identikation ist die Konstruktion einer multikriteriellen Zielfunktion erforderlih. Hierf

ur
wurden vershiedene M

oglihkeiten angegeben und erprobt.
Die Bestimmung der Anfangs-Flieortkurve und damit der Anfangswerte der inneren
Variablen erfolgte mit Hilfe einer linearen Approximation. Berehnungen zur Reidentika-
tion von Verfestigungsparametern unter Zugrundelegung synthetisher Mewerte dienten
der

Uberpr

ufung der Programme. Gleihzeitig wurden erste Erfahrungen bez

uglih der
Korrelationen der Parameter untereinander und des Auftretens von Kondenzbereihen
gesammelt.
Bei der Auswertung des Biegeversuhs an der gekerbten Probe ergab sih aus den Me-
werten der Verzerrungen f

ur kerbnahe Punkte in den Entlastungs-Lastshritten statt einer
kontinuierlihen Entlastung eine regellose Folge von Be- und Entlastungen, welhe als sy-
stematishe Fehler zu interpretieren sind. Nah Streihung der betroenen Lastshritte
wurde eine zufriedenstellende Approximation der Vergleihsgr

oen beobahtet. Bei Ver-
wendung des Potenzansatzes ergibt sih eine starke Korrelation der beiden die isotrope
Verfestigung beshreibenden Parameter. Dagegen ist bei Verwendung des artan-Ansatzes
bzw. des Exponentialansatzes die Bestimmung des die Kr

ummung der Fliekurve beshrei-
benden Parameters a
2
niht hinreihend m

oglih. Bei allen drei verwendeten Ans

atzen
ergibt sih jedoh eine ausreihende Trennung der isotropen und der kinematishen Ver-
festigung.
Bei der Auswertung des Zugversuhs mit Hilfe des Potenzansatzes wurde wiederum
eine starke Korrelation der Parameter der isotropen Verfestigungsfunktion beobahtet.
Dagegen sind die Korrelationen zwishen den Parametern des artan- sowie des Exponen-
tialansatzes deutlih geringer. Die Trennung der isotropen und der kinematishen Verfe-
stigungsanteile ist jedoh niht m

oglih, da nur eine einsinnige Belastung vorliegt.
Erst die gleihzeitige Auswertung der Meergebnisse beider Versuhe f

uhrte auf ein
befriedigendes Ergebnis der Parameteridentikation, wobei die starke Korrelation der Pa-
rameter des Potenzansatzes erhalten bleibt. Bei Verwendung des artan-Ansatzes wurde
die kleinste mittlere quadratishe Abweihung und damit die beste Approximation erreiht.
W

ahrend die experimentellen Ergebnisse des Biegeversuhs an der gekerbten Probe
und der Zugversuhe durh das verwendete Modell und die identizierten Parameter hin-
reihend genau beshrieben werden, ist dies f

ur die Spannungs-Dehnungs-Kurven aus den
Biegeversuhen an geraden Proben niht der Fall.
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Liste h

aug verwendeter Formelzeihen
Skalare:
a
1
; a
2
; a
3
Parameter der isotropen Verfestigung
b
1
; b
2
; b
3
Parameter der kinematishen Verfestigung

1
; 
2
; 
3
Parameter der Distorsionsverfestigung
b Breite der Probe
E Elastizit

atsmodul
F Fliebedingung
G Shubmodul
h H

ohe der Probe
M Biegemoment
N L

angskraft
n Anzahl, z. B. Anzahl der Vergleihswerte
n
p
Anzahl der Parameter
s mittlere quadratishe Abweihung
s
2
Sh

atzwert der Varianz einer Stihprobe
w
i
Wihtungsfaktor
y berehnete Vergleihsgr

oe
y^ gemessene Vergleihsgr

oe
" tehnishe Dehnung
"
pl
v
plastishe Vergleihsdehnung
 Mefehler
_
 plastisher Multiplikator
 Querkontraktionszahl
' logarithmishe Dehnung
 Zielfunktion

2
Varianz einer Stihprobe

F
Fliespannung

F
o
Anfangsiespannung

K
Spannung im Kerbgrund

M
bezogenes Biegemoment

N
bezogene L

angskraft
Matrizen und Tensoren:
E Elastizit

atstensor vierter Stufe
G Vektor von Gleihungen
H Hessian
I Einheitsmatrix
J Jaobian
N Distorsionstensor vierter Stufe
P Kovarianzmatrix
p Parametervektor
p

Vektor der optimalen Parameter
q Evolutionsfunktionen der inneren Variablen
R Korrelationsmatrix
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r Residuum
s Deviator des Spannungstensors
X Matrix der Funktionswerte f

ur ein lineares Modell
x Vektor unabh

angiger Gr

oen
y Vektor der berehneten Vergleihsgr

oen
y^ Vektor der gemessenen Vergleihsgr

oen
z Vektor der Zustandsgr

oen des Deformationsgesetzes
 R

ukspannungstensor
" Verzerrungstensor
"
el
elastisher Anteil des Verzerrungstensors
"
pl
plastisher Anteil des Verzerrungstensors
 innere Variable
	 Kovarianzmatrix der Mefehler
 Tensor der Cauhy-Spannungen

 bezogene Kovarianzmatrix
Operatoren und sonstige Symbole:
(:)
T
Transponierte
(:)
 1
Inverse
(:)
o
Anfangswert
ov(:) Kovarianz eines Vektors von Zufallsvariablen
konf(:) Kondenzintervall einer Zufallsvariablen
r Nabla-Operator
[:℄ Gaushe Summe
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